Mathématiques PTSI 2023-2024

Programme de colles 13
Intégration et Probabilités

Quinzaine du 13 au 24 mai

Intégration

. Définition d’une subdivision et d’une fonction en escalier. Intégrale d’une fonction en escalier.

. Théoréme d’approximation de Weierstrass si f est continue sur [a; b] alors on peut approcher & € prés par une

fonction ¢ en escalier.

Propriétés : linéarité, positivité/croissance, séparation (intégrale nulle d’une fonction continue et positive),
relation de Chasles.

Inégalité triangulaire, inégalité de la moyenne.

5. Théoreme fondamental de I’analyse, 'intégrale de a a = de f est I'unique primitive de f. Cas de l'intégrale de

f' lorsque f est €.

6. Sommes de Riemann et convergence des sommes.

7. Inégalité de Taylor-Lagrange.

Probabilités

S B o

10.

11.
12.
13.
14.
15.

Définition d’un univers, d’'un événement, d’un évenement élémentaire, d’une issue.

Définition d’une probabilité sur un univers fini et d’un espace probabilisé.

Définition d’une variable aléatoire sur un espace probabilisé (2, P). Notation (X = z), (X < ) etc.
Evénements impossibles/négligeables, certains, incompatibles.

Probabilité du complémentaire, de 'union (quelconque), croissance de la probabilité.

Systeme complet d’évenements (incompatibles). Distribution de probabilités.

Existence et unicité d’une probabilité définie sur les singletons uniquement.

Si X (Q) = {x1,...,z,} alors (X = ;) forme un systéme complet d’événements (incompatibles). Application
au calcul de P (X € A).

Loi d’une variable aléatoire.

Cas de la variable aléatoire Y = ¢ (X). « Théoréme de transfert » pour les probabilités :
PY =y)=2eex@P(X =2).

y=¢(z)
Probabilité uniforme/équiprobable. Définition, calcul d’une probabilité d’un événement & 1’aide des cardinaux.

Lois usuelles : loi uniforme sur [1;n], loi de Bernoulli, loi binomiale.
Probabilité conditionnelle. Définition de Pg (A) ou P (A | B). L’application Pp est une probabilité sur 2.
Formule des probabilités composées, des probabilités totales. Formule de Bayes

Indépendance : définition pour deux évéenements. Indépendance et indépendance mutuelle pour une famille
d’évenements.

Note aux colleurs : pas de couple de variables aléatoires, d’indépendance de variables aléatoires,
d’espérance, de variance qui seront pour un prochain chapitre.

Questions de cours

1.
2.
3.

Théoréme fondamental de I’analyse : énoncé dans le cas continu et démonstration dans le cas lipschitzien.
Théoreme des sommes de Riemann : énoncé dans le cas continu et démonstration dans le cas lipschitzien.

Démontrer la formule des probabilités totales.



c
e s Y Mathématiques PTSI 2023-2024

Démonstrations de cours

_ )

Soient I un intervalle de R, a € I et f € € (I). Alors pour tout A € R, lapplication

F : TR

xHA—l—/xf(t)dt,

est 'unique primitive de f telle que F'(a) = A.

\

Démonstration. Supposons que f est M-lipschitzienne sur I :
V(gy)el,  [f(z)—fy)l <Mz —yl,

Montrons que F' est dérivable sur I et que pour tout zg € I, F' (xg) = f (x0). Fixons zg € I et posons pour tout

xzel\{xo},
=) Flz) — F (z0)

gla) = =0 (ay).
Montrons que g(z) — 0. Soit € I, x > x¢. On a,
rT—T0o
1
g(x) = (F(z) = F (20)) = f (o) x 1
Tr — X

:x_lxo (A-f—/jf(t)dt—A_/;Of(t)dt)—f(xo)xx_lmo/wjldt

= [ [
= [0 - s

Tr — X zo

Par l'inégalité triangulaire, car = > xg,

1 T
@)l < = [ 150~ F @)l
r — X z0
1 xT
< / M |t — zo| dt car f est M-lipschitzienne
Tr — X Zo0
M T
< (x — o) dt car xg <t < x
r — X Zo

M/ 1dt = M (z — xg) .
zo

Or M (x — x9) — 0. Donc par le théoréme encadrement,
Tr—xo
x>0
lim g(z) =0.

Tr—rT0o
xT>x0

On démontre de méme que mlgg g(z) = 0. On obtient alors que pour tout zg € I
0

r<zxo

lim 7F(a:) — F(@o) = f(x0).
T—To xr — 1'0
T#xo

Conclusion, F est dérivable en zg et F’ (zg) = f (o). O



c
e s Y Mathématiques PTSI 2023-2024

_ )

Soient (a,b) € R a < bet f € € ([a;b]). Pour tout n € N* on définit

SO (f 3 ( ) et s;2>(f>=b_7“2njf(a+kb;“>.

o k=1

Alors )
lim SOV (f)= lim S@( ):/ f(e)dt

n——+00 n—-+o0o

\.

Démonstration. Soient (a,b) € R? a < b et f une fonction M-lipschitzienne sur [a;b] :
V(ziy) € la;sb],  |f(z) = fl < Mz —yl,

Soit n € N*. On pose pour tout k € [0;n — 1], 2 = a + kb_T“. Par la relation de Chasles,

b $k+1 n—1
JRCEEERIT Z/ dt—bnakz_of(mk)-

Notons que pour tout k € [0;n — 1], f;:“ 1dt = 241 — 2, = =2, Donc,

a5 (pe [T 1w)

k k=0 Tk

<o
Kh
x
~—
o,
~
n
=
—
Kﬁ
SN~—
I
3
]
N
S

Th41
=Y [0 - @
Donc par l'inégalité triangulaire,

n—1 Tht1
<X [ U - f )l
k=07 %k
n—-1 Tk41
< Z M|t — x| dt car f M-lipschitzienne
k=0 "%k

dt — S0 (f)

Th+1

A4-§E:L/P Th41 —>$k(jt

n—1 xk'*'lb*a

gMZ/ dt
k=0 " Tk K
b—a o= o b—a [° (b—a)?
<M Z/ 1dt:M—/1dt:M7
no= n @ n

Ceci étant vrai pour tout n € N* et M (b — a)2 ne dépendant pas de n, on en conclut que

b b
lim SO (f )_/ fOdt=0 e Tim SW¢ ):/ F(t)dt

n—-+o00 n——+00

On procéde de méme pour S5 (f)- 0
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Soient (€2,P) un espace probabilisé fini, p € N* et (By) ke[lip] € 2 ()P un systéme complet d’événements. On a
pour tout A € & (),

p p
:Z]P’(AﬂBk ZIP’ A| B,)P(By).
k=1 k=1

\. J

Démonstration. La famille (By),¢p ) forme un systéme complet :
(i) les By sont incompatibles deux & deux : Vi # j, P(B; N B;) = 0.

(ii) l'union est complete :  |J By = Q.
ke[1;p]

Pour tout k € [1;p], on pose Ay, = AN By. Alors, on a

A=ANQ = An U B | = U (AN By) = U Ap.

par (it) ke[1;p] ke[1;p] ke[1:p]

De plus, les Ay sont incompatibles deux & deux : pour tout (i,5) € [1;p]?, i # 7,

P(A;NA;)=PANB,NB;)<P(B;NB;) :(_) 0.
par (i
Donc ]P)(Az N AJ) =
Des lors, on obtient
P P
P(A) =P U Ay, :Z (Ag) :ZIP (AN By).
ke[1;p] k=1 k=1

De plus pour tout k € [1;p], P(ANB;) = P(A| By )P(By) d’apres la formule des probabilités composées ce qui
implique bien que

P
ZIP A| By)P(By).
k=1



