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Correction du Devoir Maison 10
Variables aléatoires, Intégration

Du jeudi 16 mas

Probléme I - Variables aléatoires

Soit n > 4. On possede trois urnes, 'urne 0 contient n boules blanches, I'urne 1 contient 1 boule noire et
n — 1 boules blanches et I'urne 2 contient 2 boules noires et n — 2 boules blanches. On choisit une urne et
on pioche alors successivement, sans remise, et de fagon indépendante n fois dans la méme urne. On note
(Q,P) lespace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires de ce probléme.
1. Les tirages indépendants successifs et sans remise des n boules correspondent en fait de ranger toutes
les boules et ce de fagcon uniforme. La boule noire peut alors étre placé en premiere position ou
deuxiéme position ou troisiéme position ... ou derniere position de fagon équiprobable. Conclusion,

[ Xo~ % ([Ln])]

Partie 1 : On ne dit pas la boite rit jaune aux toilettes mais I’urne rit noir

On suppose dans cette partie que 'on pioche dans I'urne 2. Soit X; le rang d’apparition de la premiere
boule noire et X5 le rang d’apparition de la seconde boule noire. On note B; ’événement « avoir pioché une
boule blanche lors du tirage 7. »

2. La premiere boule noire peut apparaitre au premier tirage, au deuxieme tirage également etc. Dans
le pire des cas, on ne pioche au début que des boules blanches mais on ne posseéde que n — 2 boules
blanches et les tirages sont sans remise. Donc dans ce cas, au tirage n — 1 on tire une boule noire.
Ainsi,

| X1 () =[5 —1].|

La seconde boule noire ne peut pas apparaitre au premier rang, mais peut apparaitre des le deuxiéme
tirage, troisieme, ... voire méme le dernier tirage (lorsque X; = n — 1). Ainsi,

X2 () = [27]|

3. (a) Pour obtenir la premiere boule noire au troisieme tirage, il faut avoir obtenue une boule blanche
puis une boule blanche puis une boule noire. Donc

(X1:3):B10BQQF3.

(b) Par la formule des probabilités composées, on a

P(X1:3):P(31HBQQF3) :P(E|BlﬁBg)P(32|Bl)P(BI)

Or on pioche de fagon uniforme dans 1'urne et on a n — 2 boules blanches, donc P (By) = ”T_Q

Puis si I'on a pioché une boule blanche, il reste n — 3 boules blanches parmi les n — 1 boules
restantes, donc P(By | By) = Z—j’ Enfin, si 'on a pioché 2 boules blanches, il reste toujours 2

boules noires parmi les n — 2 boules restantes. Donc P (Fg | Bin Bg) = % Ainsi,

n—2 n-—3 2 2(n—23)
X X = .
n n—1 n—-2 n(n-1)
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Conclusion,
2(n—3)
P(X;=3)=———+.
(X1 ) n(n—1)

Notamment, contrairement a la question 1, on note que le rang d’apparition de la premiere boule
noire n’est pas uniforme.

4. Soit k € X ().

(a)

On suppose toutes les boules discernables. Pour piocher la boule noire au rang k, il faut com-
mencer par piocher successivement et avec remise k — 1 boules blanches parmi les n — 2 boules
blanches disponibles :

Aﬁ:é facons.

Puis l'on doit choisir une boule noire au tirage k : 2 choix. Enfin il nous reste n — k boules (dont
une noire et n — k — 1 blanches mais peu importe puisque toutes les boules sont discernables)
que 'on doit ranger (cela correspond & une permutations de ces boules) :

AZ:Q choix.

Au total on a

2Aﬁ:£A2:£ facons d’obtenir une boule noire au tirage k.

Ranger toutes les boules consiste a effectuer une permutation de n éléments, on a donc n! fagons.
Le choix parmi tous les rangements étant uniforme, on en déduit que

—1 gn— n—2)!
P(X, = k) = 2ATTHANVE 2 s (0 — B! _ =2 (k) 2(n—k)
1 n! n! . (n—k-1! nn-1)
Conclusion,
2(n—k)
P(X, = k) ="
(X1 =F) n(n —1)

On suppose les boules de méme couleur indiscernables. Pour ranger £ — 1 boules blanches dans
les k — 1 premiéres positions, on a une seule facon de procéder. Puis I'on tire une boule noire,
encore une fois, une seule facon possible. Enfin, on doit ranger 1 boule noire et n — k — 1 boules
blanches dans les n — k dernieres positions. Il suffit de choisir la place de la boule noire : n — k
choix et I'on range alors les derniéres boules blanches dans les derniéres places libres. Au total,

n — k facons d’obtenir la premiere boule noire au tirage k. ‘

Il nous faut calculer le nombre total de fagons que I'on a de ranger nos deux boules noires et nos
n — 2 boules blanches. Il suffit de choisir les places des boules noires : (g) choix. Puis ’on place
les boules blanches dans les places restantes. Donc

<Z) facons de ranger toutes les boules.

Ainsi, le choix parmi tous les rangements étant uniforme, on obtient,

n—k 2ln-2)!n—-k) 2(n-—k)

P(X1=k)= —Fr— = = .
(5) n! n(n—1)
On retrouve bien le résultat de la question [4.D]:
2(n—k)
P(X,=k) =
(X1 ) n(n—1)
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(a)

X5 est le rang d’apparition de la derniere boule noire donc si I’on regarde les tirages de n a 1
il correspond & la premiere fois que ’on note une boule noire en comptant les rangs de facon
descendante. Donc obtenir la seconde boule au dernier tirage a méme probabilité que d’avoir
la premiére boule au premier tirage. Obtenir la seconde boule a ’avant-dernier tirage a méme
probabilité que d’avoir la premiere boule au deuxiéme tirage etc. Conclusion,

’Xz et n+ 1 — X7 ont la méme loi.‘

Soit k € [2;n] = X2 (22). Alors, par la question précédente,
P(Xo=k)=P(n+1-X;=k) =P(X;=n+1—Fk).

Donc, par la question

POt =iy = ORI - 2

Conclusion,

Xo(Q)=[2n], et Vkec[2;n], P(Xy=k)=

On note que P ((X; = 1) N (X2 = 2)) # 0 car il est possible de piocher une boule noire au premier
tirage et la seconde boule noire au deuxieme tirage. Cependant si 'on avait Xo = n+ 1 — X1,
alors lorsque X7 = 1, nécessairement X9 = n et donc P((X; =1)N (X3 =2)) =0 (car n > 4).
Contradiction. Conclusion,

‘X27én+1—X1‘
ie. Jw € Q tel que Xo(w) #n+1— X3(w).

L’évenement (X; = 1) N (X2 = 3) correspond a avoir eu une boule noire au premier tirage puis
une boule blanche au deuxiéme et une boule noire au troisieme tirage. Donc

(X1 =1)N(Xy=3) =B, NByN Bs.
Donc par la formule des probabilités composées,
P((X1=1)N (X =3)) =P(B1)P(B: | B1) P (B | BinB2).

La probabilité d’obtenir une boule noire au premier tirage est de P (E) = 2/n puis il nous reste
toujours n — 2 boules blanches parmi les n — 1 boules restantes donc P (B2 } E) = Z—:% et enfin
il nous reste une boule noire parmi les n — 2 boules restantes donc P (?3 | BN B2) = ﬁ Par
conséquent,

p<<X1:1>ﬁ<X2=3>>=%X Z:f 8 ni? N n<n2—1>'
Conclusion,
P((Xy=1)N(Xy =3)) = n(n2_ 1)

On suppose n # 4. Par les questions précédentes, on a

P(Xi=1)P(Xy=3) = Z((Z:Bn?nx_Ql) 02 (n8_ 1) - in(nQ— 1)

Or % # 1 et donc par la question précédente,
]P)(Xl = 1)]P)(X2 = 3) #* ]P)((Xl = 1) N (Xg = 3)) .

Conclusion,

‘X 1 et X9 ne sont pas indépendantes. ‘
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(c) Par définition de la probabilité conditionnelle, car P (X2 = 3) # 0, on a

P (X5 = 3)
. . o _ - 2 .
Par la question on sait que P((X; =1)N (X2 =3)) = w1y De plus par la question
lorsque k = 3, on obtient, P (X5 = 3) = 2%2111)) = n(n4_1). Ainsi,
=
P(X;=1]|X,=3)=20"0 _ 2
= 2
n(n—1)
Conclusion,
1
IP’(Xlzl\X2:3):§.

C’est logique, si l’on sait que la seconde boule noire apparait au 3iéme tirage cela signifie que sur
les deux premiers tirages on a pioché la premiére boule noire et une boule blanche. On se raméne
donc au cas de 'urne 1 lorsque n = 2 et donc la loi est une loi uniforme sur les deux premiers
tirages.

Partie 2 : Trouver I'urne, une compétence utile pour voter

On choisit maintenant sans regarder, au hasard et de facon équiprobable 'une des trois urnes. On note U
son numéro. On pioche alors successivement, sans remise, de facon indépendante, dans I’urne choisie. On
note X le rang d’apparition de la premiere boule noire et on pose X = 0 si 'on a obtenu que des boules
blanches dans 'urne.

7. On note que si U = 1 ou U = 2, 'urne contient au moins une boule noire qu’il est possible d’obtenir
des le premier tirage. Donc P(X =1) # 0 et P(U =2| X =1) est bien définie. Par la formule de
Bayes,

P(X=1|U=2)P(U=2)

P(X =1)
On note que puisque le choix de I'urne est équiprobable, U ~ % ([0;2]). Donc P (U = 2) =
plus, si U = 2, alors X = X;. Donc par la question [£.5] ou [f.d on a

P(le]U:2):P(X1:1):mZZ.

P(U=2|X=1)=

. De

ol

Enfin, (U = i)ie[[o;z}] forme un systeme complet d’événements. Donc par la formule des probabilités
totales,

P(X=1)=P(X=1|U=0)P(U=0)+P(X=1|U=1)P(U=1)
YP(X=1|U=2)P(U=2).

Si U = 0, l'urne ne contenant aucune boule noire, P(X =1 |U =0) = 0. Si U = 1, l'urne contient
une boule noire et n boules au total donc P(X =1|U =1) = 1. Ainsi,

1 1 2 1 1
P(X=1)=0+—X-4—X-=—.
( ) +n 3+n 3 n
D’ou,
2 1
2 Xz 2
PU=2|X=1)=2"3="C
(U=2|x=1)=273 =2
n
Conclusion,
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8. On note que soit on n’a jamais obtenu de premiere boule noire et X = 0 soit on obtient une premiere

boule noire au rang 1 ou 2, ... ou n (possible dans 'urne 1). Donc X (2) = [0;n]. Soit k& € [0;n].
Puisque (U = i>i€[[0;2]] forme un systéme complet d’événements, par la formule des probabilités totales,

)

1
2).

P(X=k)=P(X=k|U=0)PU=0)+P(X=k|U=1)PU
+P(X=k|U=2)PU

Premier cas, si k=0, alorsP(X =k |U=1)=P(X =k|U =2)=0. Donc
P(X=k=P(X=k|U=0)P(U=0)=1x - =

car U ~ 7% (]0;2]).

Deuziéme cas, si k € [1;n—1], alors, P(X =k |U =0) =0. Si (U = 1) est réalisé, I'urne ne possede
qu’une seule boule noire. Alors X = X. Donc

P(X=k|U=1)=P(Xo=k) =

:\H

Si (U = 2) est réalisé, alors X = X;. Donc par la question ou

2(n—k)

P(X=k|U=1)=P(Xi=k) = .

Des lors,

1 1, 20—k 1 _n-1+2-2% 3n-2-1
P(X=k)=04 - x - 1_ _ _
( =0 3 e ¥ 3 3n(n—1) 3n(n— 1)

Troisiéme cas, si k = n, alors P( X =k |U=0)=P(X=k|U=2)=0et P(X=k|U=1) =
P(Xop=1) =1. Donc
P(X=k) =0+ xs40=—
R n 3 ~ 3n’

On observe alors que la formule du deuxieme cas reste vraie. Conclusion,

X(Q) =[0:n], Vke[o:n], P(X=k) 3 sik=0
= [0;n], ;n], =k) =
%Zziﬁz)l si k € [1;n].
Vérification :
n 1 " 3n—2k—1
SP(X=k) =< Z
= 3 3n(n—1)
1 3n—1 2 "
= k
BERRAETY Oy Sn(n—l)kzz:l
1 3n-1 2 n(n+1)
7+ —
3 3(n—1) 3n(n-1) 2
1 3n—1 n+1
“373m-1 3(mn-1
- n—14+3n—-1-n—-1
3(n—1)
=1O0K!!

On choisit toujours une des trois urnes au hasard et on pioche dedans (successivement, sans remise, de fagon
indépendante) jusqu’a étre certain de savoir quelle est I'urne initialement choisie dans laquelle on pioche.
On note Z le nombre tirages qu’il nous a fallu.

5/8)
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9.

10.

11.

Si U = 2, on pioche dans 'urne 2. Dans ce cas, lorsque 'on aura pioché les deux boules noires, on
sera certains d’étre dans I'urne 2 mais pas avant car sans boule noire on peut encore étre dans 'urne
0 ou 1 et avec une seule boule noire on peut encore étre dans 'urne 1. Donc quand U = 2 on peut
avoir Z =2,3,4,...,n. 51U =1 ou U = 0 alors on ne saura pas avant le dernier tirage si I'urne
contient une boule noire ou aucune. Ainsi,

‘(Z<n) = (U:2).‘

Si U = 2, alors on saura réellement que 'on est dans 'urne 2 & 'apparition de la seconde boule noire
(avant on hésitera toujours avec 'urne 1). Ainsi ‘sachant U=2,ona Z alaméme loi que Xo ‘

Soit k € [2;n — 1]. On a vu a la question 9. que (Z =k) C (Z <n) C (U =2). Donc (Z =k) =
(Z=k)N (U =2). Or P(U =2) = 1 # 0 car le choix de I'urne est uniforme : U ~ % ([0;2]). Donc

IP’(Z:k):P((Z:k)ﬂ(U:2)):IP’(Z:k|U:2)P(U:2):%P(Z:k|U:2)
Par la question précédente, on obtient que
P(Z=k) = %1@(}@ — k).
Donc par la question [5.5]

P(Z:k):?m.

Si k = n, deux méthodes. Méthode 1. Les évenements ((U = 1));c[o,) forment un systéme complet
d’événements. Donc par la formule des probabilités totales,

P(Z=n)=P(Z=n)N({U=0)+P(Z=n)n{U=1)+P(Z=n)NU =2)).

Or si on choisit 'urne 0, il faudra faire n tirages avant d’étre slir qu’elle ne contient aucune boule
noire. Si on choisit 'urne 1, il faudra également faire n tirage pour étre siir d’avoir une boule noire et
une seule boule noire. Donc (U =0) C (Z =n), (U =1) C (Z =n). Donc

(Z=n)N(U=0)=(U=0) et (Z=n)N(U=1)=(U=1).
Ainsi, et avec les mémes arguments que précédemment pour calculer P ((Z =n) N (U = 2)),

P(Z=n)=P(U=0)+P(U=1)+P(Z=n|U=2)PU =2)

1 1 1

LS4 IP(X, =
3+3+3 (X2 =n)
2 1 2n-1)

:7—|—7X7
3 3 n(n-1)

_2n+2

 3n

_2(n+1)

- 3n

Méthode 2. La famille ((Z = k))¢[a;,] forme un systéme complet d’événements. Donc

1:iIP(Z:k):nilIP(Z:k:)—HP’(Z:n).
k=2 k=2

6/8)
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112(k—1)
—1-3"=
];371(71—1)
B 2 (n—1)n
_1_3n(n—1)< 2 _(”_1)>
1 2 (n—1)(n—2)
3n(n—1) 2
3n—(n—2)
3n
2(n+1)
 3n
Conclusion,
Vke[2n—1], P(Z=Fk) — ?m ot P(Z:n):w.

Probléme II - Intégration

Soient f € € ([0;7]) et pour tout n € N,

I, = /OW F(b) [sin (nt)] dt.

On pose également pour tout n € N*,

Z/ ( >smu)du.

1. Soit n € N*. Posons u = nt i.e. t = £. La fonction u — % est €' sur [0;n7] et dt = Cll—“. Donc

In:/Oﬂf(t)|sin(nt)|dt:/0mf(Z) |sin(u)|%

Par la relation de Chasles, on a alors

bt N du
L= [ () sin )] S
k=0
Conclusion,
k+1)7r
Vn € N*, I, = Z/ “Y fsin (u)| du.
ke

2. Soit n € N*. Soit k € [0;n — 1]. On pose pour tout u € [km; (k+ 1) 7|, v =u—km i.e. u = v+ k7. La
fonction v — v + k7 est €' sur R et du = dv. Dés lors,

/ () sin ) du = L7 (B2 ) sin o+ bl e

iy

7/8)
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Or pour tout v € [0; 7], |sin (v + kn)| = ‘(—1)k sin(v)‘ = [sin(v)|. Comme v € [0;7], sin(v) > 0 et donc
sin (v + km)| = |sin(v)| = sin(v). Ainsi,

L7 (@ mtan= [T () s ) o

En sommant, on obtient que

Vn € N*, I, Z/ <u+k7r>sin(u)du.

3. La fonction f est €' sur [0;7]. Donc f’ est continue sur [0;1]. Or d’aprés le théoréme des bornes
atteintes, une fonction continue sur un segment est bornée (et atteint ses bornes). Donc il existe
M € R, tel que pour tout ¢ € [0;7], |f/(t)| < M. Soit (x,y) € [0;7]?, = # y. Alors f est continue sur
[x;y], dérivable sur |x;y[ donc par I'inégalité des accroissements finis,

|f(x) = fy)| < sup |f'(t)||x—y| < M|f(t)].

te]zsy|

Ceci étant encore vraie si x = y, on conclut que

‘La fonction f est M-lipschitzienne sur [0;7‘(].‘

4. Soient v € [0;7], n € N* et k € [0;n — 1]. Alors, 0 < “TAT < 7r+(7;_1)7r = 7. Donc “ET ¢ [0; 7] et de
méme ’%r € [0; w]. Donc par la question précédente,

’f u+k7r>_f(k7r>’<M

n

v+ kw kj
n n

Or 0 < v < 7. Conclusion,

5. Soit n € N. Par la question [2] on a

I, —J,= Z/ (u+'lm>sin u——Z/ < )sm(u)du

s [ () ()

Donc par I'inégalité triangulaire pour la somme puis l'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens,
i k k
Sl () - () smwan
k=0 170 n n
u+ kmw km
3 [l (=) e ()

Donc par la question précédente et la croissance de I'intégrale,

M n—1 ,.r
Iy — Jn < Z/ sin () du.
" k=0’0

sin (u) du.

1 n—1

sin (u) du car sin > 0 sur [0; 7).

i
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Or
Mg =t gm . Mn ! I Mn ! M 2Mr
nzkz:%]/o sm u: nQZ_: COS :0:F§(1+1):WX2TL: -
Conclusion,
M
Vne N, |L, - Jo| < — .
6. Pour tout n € N*, on a
Z/ < )sm( ) du
k ™ k
— Z f (W) / sin (u) du car f <7T> est indépendant de u
n n

km

. Z £ (57 1= cos s
“u g::of ()

(04 EE=0)

Par hypothese, la fonction f est € ([0;7]) donc notamment continue sur [0; 7r]. Dés lors, on reconnait

une somme de Riemann. Par conséquent, | (J,),cn- converge | et

™

7. Par la question on a pour tout n € N*,

M
0< I — Ju| < =2
. M
Et lim —— = lim 0= 0. Donc par le théoréme d’encadrement,
n—+oco N n—-+oo
ngrfoo I, — Jn| =0 ie. ngrfoo I,—J,=0.

Ainsi, par la question précédente,

2 e
Iann—Jn+an0+OO+;/0 f(t)dt

Conclusion, la suite | (I,),, - converge| et

. 2"
lim I, = /Of(t)dt.

n—-+o0o T




