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Baréme du Devoir Maison 10
Variables aléatoires, Intégration

A faire pour le jeudi 16 mai

Total : 55 points.

Probleme I - Variables aléatoires 38 pt

Soit n > 4. On posseéde trois urnes, I'urne 0 contient n boules blanches, 'urne 1 contient 1 boule noire et
n — 1 boules blanches et 'urne 2 contient 2 boules noires et n — 2 boules blanches. On choisit une urne et
on pioche alors successivement, sans remise, et de fagon indépendante n fois dans la méme urne. On note
(Q,P) l'espace probabilisé sur lequel sont définies toutes les variables aléatoires de ce probléme.

1. On suppose dans cette question que ’on pioche dans 'urne 1. Soit Xg le rang d’apparition de
la boule noire. Sans calcul mais en justifiant, déterminer la loi de Xj.

1,5 point pour la justification, 0,5 point pour le résultat.

Partie 1 : On ne dit pas la boite rit jaune aux toilettes mais I’urne rit noir | 25 pt

On suppose dans cette partie que 'on pioche dans I'urne 2. Soit X; le rang d’apparition de la premiere
boule noire et X5 le rang d’apparition de la seconde boule noire. On note B; ’événement « avoir pioché une
boule blanche lors du tirage 7. »

2. Quel est I'univers image de X1 7 de Xo 7
1 point pour X (2) et 1 point pour X5 (€2). Pas de point si non justifié.

3. (a) Préciser (X1 = 3) en fonction des (Bi);cpi,n]-

1 point pour la justification, 1 point pour le résultat.
(b) En déduire P (X; = 3).

0,5 point pour citer « la formule des probabilités composées », 0,5 point pour une formule
correcte, 0,5 point pour la justification des probabilités et 0,5 point pour le calcul.

4. Soit k € X1 (Q).

(a) On suppose toutes les boules discernables. Justifier que le nombre de facons d’obtenir la
premiere boule noire au rang k est donné par

QAN LA

. -1
On posera par convention A, ", = 1.

(b) Montrer que P (X7 = k) = 721((2:]3

0,5 point pour la justification, 1,5 point pour le calcul.

(c) On suppose les boules de méme couleur indiscernables. Déterminer le nombre de fagons
d’obtenir la premiére boule noire au rang k.

(d) Retrouver le résultat de la question

1 point pour le nombre de fagons et 1 point pour le calcul de la probabilité.

5. (a) Justifier que X3 et n+ 1 — X3 ont la méme loi.

Ye
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(b) En déduire la loi de Xo.
(c) Est-il vrai que Xo =n+1—X;7?

Pas de point en absence de justification.

6. (a) Calculer P ((X; = 1) N (X3 = 3)).
0, 5 point pour I’écriture en éveénements B;, 0,5 point pour la formule des probabilités composées
(avec le nom de la formule), 0,5 point pour la justification et 0,5 point pour le calcul.

(b) On suppose n # 4. Les variables aléatoires X7 et X5 sont-elles indépendantes ?

1 point pour le calcul de P (X7 = 1) P (X2 = 3) et 1 point pour la justification que les probabilités
sont différentes.

(c) Calculer P(X; =1] X2 =3).

Partie 2 : Trouver I’urne, une compétence utile pour voter |11 pt

On choisit maintenant sans regarder, au hasard et de facon équiprobable 'une des trois urnes. On note U
son numéro. On pioche alors successivement, sans remise, de facon indépendante, dans I'urne choisie. On
note X le rang d’apparition de la premiere boule noire et on pose X = 0 si 'on a obtenu que des boules
blanches dans 'urne.
7. Calculer P(U =2 | X =1).
1 point pour le calcul de P (X = 1) avec la formule des probabilités totales et 1 point pour la formule
de Bayes.
8. Déterminer la loi de X.
1 point pour la formule des probabilités totales, 0,5 point pour le cas k£ = 0, 0,5 point pour celui

k =n et 1 point pour le cas k € [1;n — 1].

On choisit toujours une des trois urnes au hasard et on pioche dedans (successivement, sans remise, de fagon
indépendante) jusqu’a étre certain de savoir quelle est I'urne initialement choisie dans laquelle on pioche.
On note Z le nombre tirages qu’il nous a fallu.

9. Pour quelle valeur de U peut-on avoir Z < n?
Pas de point si non justifié.

10. Sachant U = 2, justifier que Z a la méme loi qu’une autre variable aléatoire précédemment
définie.

Pas de point si non justifié.
11. En déduire la loi de Z.
2 points pour k € [2;n — 1] et 2 points pour k = n.

Probléme II - Intégration |17 pt

Soient f € € ([0;7]) et pour tout n € N,

I, = /07r F(t) Jsin (nt)] dt.

On pose également pour tout n € N*,
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1. Montrer que pour tout n € N*,

1=l pk+)m w ‘
I, = . kgo/k?ﬂ' f (ﬁ) sin (u)| du.

1 point pour le découpage, 1 point un calcul juste de changement de variable et 1 point pour le nom
du théoréme et ’hypothese €.

2. En déduire que pour tout n € N*,

In:%:gé/oﬂf<v+kﬂ>sin(v)dv.

n

0,5 point un calcul juste de changement de variable, 0,5 point pour le nom du théoreme et 'hypothese
€1, 0,5 pour la simplification du sinus et 0,5 pour la justification de la disparition des valeurs absolue.

w

. Justifier qu’il existe M € Ry, tel que f est M-lipschitzienne sur [0; 7].

1 point pour le théoréme des bornes atteintes (avec la justification f’ continue sur [0;1] et 1 point
pour le théoréme (ou au choix I'inégalité) des accroissements finis.

W

. En déduire que pour tout v € [0; 7], tout n € N* et tout k£ € [0;n — 1],

() ()

n n n

1 point pour la justification que les abscisses sont entre [0; 7] et 1 point pour lapplication.

. Montrer que pour tout n € N*,

ot

oM
I — Jn| < 2208
n

1 point pour l'inégalité triangulaire, 0,5 pour justifier que sin(u) > 0, 1 point pour le calcul de
Jo sin(u) du et 0,5 point pour le résultat.

. Montrer que (Jy,),cn+ converge et préciser sa limite.

0,5 point pour la simplification de J, = %ZZ;& f (’%), 1 point pour reconnaitre une somme de
Riemann, 0,5 point pour citer ’hypothese f continue sur [0; 7], 1 point pour le résultat.
. En déduire que (I,,),,c converge et préciser sa limite.

1 point pour obtenir que I,, — .J,, —+> 0 et 1 point pour conclure sur la limite de (1,,),,c--
n—-+0oo
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