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Correction du Devoir Maison 11
Représentation matricielle, couples de
variables aléatoires

Du jeudi 13 juin

Probleme I - Représentation matricielle

Partie 1 :
Soient n € N, E,, = R,[X] et % = (1,X, X2, ... ,X") la base canonique de E,. On confond dans toute
. N . . ~ R — R
cette partie le polynéme P et la fonction polynomiale P : v > P)
X+1 _
Pour tout P € E, on pose ¢, (P) = / P(t)dt.
X

1. Soit j € [0;n]. On pose P; = f (XJ) On a les égalités suivantes :

t=X+1

. o
P 1, j+1

Donc par la formule du binéme de Newton,

1 j+1 j+1 A ‘ 1 Jj+1 41 A
pP=— XXt ) = — X*,
! j+1<z< i j+12 i

=0 =0

Conclusion,

1 (i +1)\..
Pj=-—7 7 ) X
I+ 1= v

2. On veut montrer que ¢; est un endomorphisme de F,. Autrement dit, montrons que

(i) ¢y est linéaire,

(ii) ¢, va de E, dans E,.
Soient (\, u) € R? et (P, Q) € E2. Alors,

X+1

o OP+pQ) = [T P+ Q) (0
X+1

:/X AP(t) + pQ(t) dt

X+1 X+1
=A / P(t)dt + u / Q(t)dt par linéarité de 'intégrale
b's X

= A1 (P)+pe (@)
Donc (i) ¢ est linéaire.

De plus, ¢; est bien définie sur F,, car toute fonction polynomiale est continue sur R donc sur [z; z + 1]

n
pour tout z € R. Montrons que pour tout P € E,,, on a ¢, (P) € E,. Soit P = Zanj € E,. Alors,
j=0
par linéarité de ¢,

@1 (P) =y (Z%‘Xj) = Zaj Y1 (Xj) = Zaij.
j=0 §=0

Jj=0
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Or pour tout j € [0;n], par la question précédente P; = JJ%I Zgzo (Hl)Xi € R;[X] C E,. Donc par

(2
stabilité de E,, par combinaison linéaire (en tant qu’espace vectoriel), on a

o1 (P) :Zaij € Ey.
=0

Ceci étant vrai pour P € E,, quelconque, on en déduit que (ii), ¢, va bien de E,, dans E,,. Conclusion,

‘Lpl est un endomorphisme de E,. ‘

1 i1\
3. Par la question |1.| P; = ? Z <‘7 1_ )X ‘. Donc directement,

JT 0

1
J+1
1

(1

Jj+1

mat g, (Pj) =

1
0
|
0

4. Soit A = (aij)1; jepr1 = Matag, (¢1). Soit (i,7) € [1;n + 1]2. Le nombre a; ; est la coordonnée de

oh (Xj_l) selon le vecteur X*~!. Donc par la question

Y (i,7) € [1;n +1]?, aij = j

Attention, le fait que 9By est numérotée a partir de O décale tous les indices...

5. (a) D’apres la question précédente, pour tout (i,5) € [1;n+1]2, i > 4, on a a;; = 0. Donc la matrice
A est triangulaire supérieure. De plus les éléments diagonaux sont donnés pour tout i € [1;n+1],

k2
par a;; = @ = = 1. Conclusion,

A est triangulaire supérieure et pour tout i € [1;n + 1], a;,; = 1.

(b) D’apres la question précédente A est triangulaire et a des coefficients diagonaux tous non nuls.
A est donc une matrice échelonnée avec un pivot a;; a chaque ligne. Donc A est inversible et
nécessairement,

‘rg(A):n—i-l.‘

(c) D’apres la question précédente et le cours, on sait que A = matg, (¢;) est inversible i.e. ¢ est
bijective. Or ¢, est un endomorphisme (question . Conclusion,

‘gpl est un automorphisme.‘

6. On suppose dans cette question que n = 2.

2/i7



-
o
e Mathématiques PTSI, DM11 Cor 2023,/2024

(a) Par la question|4.) on a

L3 3
A=[10 1 1
0 0 1
(b) Inversons la matrice A :
1 % % 1 0 0
A~ 0 1 0 L2<—L2—L3 IgN 01 —1
“\o 0 1 “\o o0 1
11
010 PP VI ) 0 £
~ 1< L1 — L2 — L3 ~ -
Z\o 01 2703 “\o 0 1
Par conséquent,
1 -1 1
. . 2 6
matg, (o7 )=A""'=(0 1 -1
0 0 1

» 1 =5 &\ [ao ap+ 5+ F
matg, (¢ (P)) =matg, (p;') xmatg, (P)={0 1 —1] |a|= ap — a
0 0 1 as a
Ainsi,
a a
o7t (P) =ag + 51+§2+(a1 — as) X + aa X2
Conclusion,
-1 . Ryo[X] — Ro[X]
Yo _ 2 ay | az — 2
P=ay+ a1 X +aX* — a0+2—|—3+(a1 CLQ)X+a2X.
Partie 2 :

On pose E = % (R) et on définit By = (u1,uz,uz) € E3 par
x

Vx € R, ui(x) =€, ug(x) =e™ 7, us(x) = sin (27x) .

On pose H = Vect (%A2) et p, la fonction définie par

Vue H, ¢y(u) :

8 =

— R
— [T () dt.

xT

7. Soit u € H. Alors u est combinaison linéaire de u1, us et ug. Or ces trois fonctions sont continues donc
x+1

u € E. Soit x € R. La fonction u est continue sur R, donc sur [z;x + 1]. Donc / u(t) dt existe.

x
Ceci étant vrai pour tout z € R, on en déduit que p, (u) existe. Ceci étant vrai pour tout u € H, on

en conclut que

9 est bien définie sur H. ‘
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8. Soient (A, 1) € R? et (u,v) € E?. Alors, Au+ pv est continue sur R, Au+ pv € E. De plus, pour tout
x € R,

x+1
pr Ot o) () = [ (vt o) (8t

x:c—&—l
= / Au(t) + po(t) dt
’ r+1 z+1
= / u(t)dt + p / u(t)dt par linéarité de 'intégrale
= Ay (u) () + p o (v) (2).
Ceci étant vrai pour tout « € R, on en déduit que
o (Au+ pv) = Ay (u) + gy (V).

Conclusion,

‘ o est linéaire. ‘

9. (i) Par définition, %2 est une famille génératrice de H.

(1) Montrons que % est libre. Soient (A1, A2, A3) € R3 tels que
Arur + A ug + Az uz = 0g.
Alors

Ve e R, Ajui(z)+ioua(z)+A3usg(z) = 0g = Ve e R, Are”+Aye ¥+ Agsin (2mx) = Og.

Or
z2 23
e = oz 3
R
2 23
—x o <o 3
e x:Ol :1:+2 6+o(x)
. 3373 3
sin (27x) xj027rx—87r E—l—o(m).
Donc
2 28 3 2 28 3
0,z (e TG rol) n (e G- Trow)
3333 3
+)\3(27rx—87r6+0(x)>
@’ 2 a? 3
x_>:+oo>\1+)\2+()\1—>\2+27T)\3)£1?+(A1+)\2)?+()\1—A2—87T )\3)E+0(.%')

Par unicité du développement limité,

A+A2=0 A2 = — A1

AM—X+2rA3=0 2M H2r A3 =0

LR & LA & M=h=h=
AM+A=0 0=0

)\1—)\2—871'2)\3:0 2)\1—871'2)\3:0

Donc Ay est une famille libre.

Vi
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10.

11.

12.

13.

On pouvait ausst évaluer en 0 et 1 pour montrer que Ay = Ao = 0 puis en T

exemple.

Par (i) et (i) on conclut que

‘%2 est une base de H,

et notamment dim (H) = Card (%) = 3.

Pour tout z € R, on a

=]
o=
="

+1

T

cos (2mx) — cos (2mw + 2m)

T pour obtenir A3 = 0 par

/ e
R S e
_ ot t=x+1
/ sin (27t) dt = {COS(W)
27 t=x

- =0,
27
par 27 périodicité du cosinus sur R. Conclusion,
R - R R — R
P2 (ul) : T o et _gT 0 P2 (u2) : T = e T_eg T 10 P (U3) =0n

De la question précédente, on remarque que pour tout = € R, ¢, (u1) (x) =

Pa (u1) =

(e—l)u1 € H.

(e —1)e*. Donc

De méme, ¢y (uz) = (1 —e ') ug € H et bien siir ¢, (u3) = 0y € H. Donc pour tout i € [1;3],

¢ (u;) € H. Donc par linéarité de ¢,,

©9 (H) = @y (Vect (u1, ug, u3))

= Vect(pq (u1), g (u2), po (u3))

linéarité

eH

eH

€eH

Donc on a bien ¢, : H — H. Or ¢, est linéaire (question [8]). Conclusion,

‘gog est un endomorphisme de H. ‘

On a vu que ¢y (u1) = (e —=1) uy, s (u2) =

B = mat%z (@2) = 0

0

1—e"

0

0
L
0

-

H espace vectoriel

(1 —e 1) uz et ¢y (ug) = 0. Dony,

H.

On pose u = 2e* —e™®. Soit n € N. Par la question précédente, la matrice B étant diagonale, on a

directement,

B" =

(e—1)"

0

0

0 (1-ebH" 0

0

0

0

Posons U = matg, (u) et U,, = matg, (¢5 (u)). Alors, on a

U, = B"U.

57
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On va donc calculer U pour obtenir U,, et on en déduira ¢4 (u). On observe que

u = 2u; — ug.

2
Donc U = |—1|. Ainsi,
0
(e—1)" 0 0 2 2(e—=1)"
Up = 0 (1—eH)" o) |-1l=|-(1-e)"
0 0 0 0 0

Conclusion,

Partie 3 : Sur les fonctions II

On définit B3 = (v1,ve,v3) € E3 par
1
Vo € R, vi(z) = ch(x), vo(z) = sh (x), v3(z) = ug (:E + 7> .

14. Pour tout z € R

vi(x) = ch(z) = ? - %ul(x) + %W(x)
va(x) = sh(z) = # - %ul(x) - %uz(x)

v3(x) = ug (3: + ;) = sin (27r (:c + ;)) = sin (2mz + 7) = —sin (27x) = —us(x).

Donc v1 = %ul—l—%uQ € H, v = %ul — %UQ € H et v3 = —ug € H. Donc

‘,%’3 est une famille de H. ‘

De plus de ces égalités, on en déduit que

N[ =
o

P = matg, (#3) =

O IO
N[ =

o
|
[y

15. On pouvait naturellement classiquement inverser P par des opérations élémentaires. Remarquons ici
directement que u; = vy +v9, us = v1 — vg et ug = —vs. Le systéme associé a uq, ug, usg, v1, ve, v3 étant
inversible, on en déduit que | P est inversible ‘ et de plus,

1 1 0
P l=maty, (%)=(1 -1 0
0 0 -1

On vérifie facilement que la matrice trouvée fonctionne bien.

16. Puisque P est inversible, matg, (%3) est une matrice de changement de base et donc

‘,%’3 est bien une base de H.

/7
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17. Soit C = matg, (¢5). On a B = matg, (py) et P = Py, , 5, = matg, (%3). Donc par la formule de
changement de base,

C=prP'BP
e—=1 0 0\ /% 1 0
=P 0 1-e' 0 5 -3 0 par les questions [I2] et
0 0 0 0 0 -1
1 1 0 1 e—1 e—1 0
=1 —1 0 3 l—e bt el=1 0 par la question
0 -1 0 0 0
e—e” ete -2 0
e+ e_1 e—e b 0
0 0
Conclusion,
sh(l) ch(l)—1 0
C=1ch(l)—1 sh(l) 0
0 0 0
Probleme II - Variables aléatoires
Pour n € N*, on considere Uy, ...,U,, n urnes distinctes. Pour tout k € [1;n], on considére que l'urne k

possede k boules numérotées de 1 a k. On effectue une série de tirages successifs avec remise suivant le
protocole suivant :

e On commence par tirer avec remise une boule dans 'urne U,.

o A T'étape k + 1, si 'on a obtenu précédemment (a I’étape k) une boule numéroté i alors on pioche
avec remise une boule dans 'urne Uj;.

Pour tout £ € N*, on pose Xj le numéro obtenu lors du tirage k.

Partie 1 : Les deux premiers tirages

1. On commence par piocher dans I'urne n i.e. un numéro entre 1 et n et ce de fagon équiprobable. Donc

| Xy~ % ([15n]) ]

Par suite, on sait que

n+1 (n—1)(n+1)

1 n
E (X)) = V(XQ:T, Vt € R, Gx, () ;Z

2. Soit (i,j) € [1;n]?. L’événement X; = j est non négligeable donc P (X =i | X; = j) existe. On
suppose X1 = j réalisé c’est-a-dire que ’on a pioché la boule j au premier tirage. Alors, on pioche
au deuxieme tirage dans I'urne j. Or cette urne ne possede que des boules entre 1 et j donc si
i >, P(Xo=1i|X1=j)=0.8iic [1;]], le tirage étant équiprobable, P (X =i | X1 =j) = ;.
Conclusion,

1
V(iaj)e[[l;n]]27 P(X2:Z|X1:j):{5

/7



C
o
e Mathématiques PTSI, DM11 Cor 2023,/2024

3. Soit i € [1;n]. Puisque (X2 = j) ey, forme un systéme complet d’évenements (incompatibles) non
négligeables, on en déduit de la formule des probabilités totales que

]P’(ngi)zzn:P(Xzzi|X1=j)P(X1:j)~
j=1

Donc par la question précédente et le fait que X; ~ % ([1;n]), on a

! 1 &1 1 11
P(Xo=i)=30x 4y Loyl
— n “~j m n<~j
7j=1 j=t Jj=t
Conclusion,
vie[inl, PXp=i) =131
1 in =1q)=— —.
) ) 2 nJ:z]
4. En particulier, si ¢ = n,
P(X ) 1 2”: 1 1
= n)=— _ = —
2 n“~j n?

J
Or par la question R|P (Xs =n| X; =1) =0, si n > 2. Donc
P(Xo=n|X1=1)#P(Xo=n).

Dans ce cas les variables ne sont pas indépendantes. Si n = 1, alors X; et Xo sont deux tirages
déterministes et donc indépendants. Conclusion,

‘Les variables aléatoires X7 et X5 ne sont pas indépendantes sauf si n = 1. ‘

5. Par définition, on a

par la question

E (X3) _iﬂp()@ =) :Zi

Conclusion,
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6. On sait que Cov (X1, X2) =E (X1X2) — E (X)) E(X2). Par le théoreme de transfert,
E (X1X2) ZZUP (X2 =1)N(X1=17)).
i=17=1
Or pour tout j € [1;n], P(X; =j) # 0 donc
E (X1 X2) ZZZ]P Xo=i| X1 =J)P(X;=7).
i=1j=1

En utilisant que X; ~ % ([1;n]) et la question

i=1 j=i
1 n n
=2 2
i1 =i
1 n
=— Zz(n —i+1)
n “
=1
1 1 1)(2 1
((n+1)”(”+ ) n(+1)@2n+ ))
n 2 6
1
= "z; 3n+3—2n—1)
_(n+1)(n+2)
S —
D’autre part, on sait déja par les questions précédentes que E (X;) = ”TH et E(Xy) = ”TH. Ainsi,
(n+1)(n+2) n+ln+3 _n+1 (n+1)(n—1)
X1,Xp) = 4 3 -9y =~"" 2" -/
Cov (X1, X2) G SR 5p (4n+8-3n-09) o
Conclusion,
1 —1
Cov (X1, X3) = Min).

Sin =1, on ne possede qu’'une seule urne, I'urne 1 et une seule boule, la boule 1. Donc X; et X» sont
déterministes : X1 = Xo = 1. Dés lors Cov (X1, X2) = 0. Or si n = 1, on a bien, % =0=
Cov (X1, X»). | Le résultat est bien cohérent si n = 1.

On suppose dans toute la suite que n = 3.

Partie 2 : Convergence de X
7. Soit (i,4) € [1;3]?. Par la question [2on a

sii < j

SV

1
P((Xo=1)N(X1=4) =P(Xo=i| X1 =j)P(X1=j)= {6 sii> .

On obtient donc le tableau suivant :

X5\ X1 1 2 3
1 1 1

1 3| 6 | 9

2 0 i :

3 0| 0| 3
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8. Par la question [3.| pour tout i € [1; 3],

1A 1
P(XQZZ):ngu
—. ]
Jj=t
Donc
141 1( 1 1) 11
PXo=1)==-Y ~=-(1+=+2)==
(X2 =1) 3;;]' s\ T273) 718
1ea1 1(1 1) 5
(X2 =2) 32;’ s\273) 713
1.1 11 1
(X2 =3) 323‘ 33 9
7=3
On pense a vérifier que la somme totale fait bien 1.
On obtient
i 1 2 3
P(X2=4d) | &% | % | §

Le résultat est bien cohérent avec la question précédente, ot l’on peut obtenir la loi marginale de Xo
en sommant les colonnes sur chaque ligne.

9. Par la formule de Koenig-Huygens, on a
V(X2) =E (X3) - E(X2)*.
Par la question précédente et le théoréme de transfert,
11 5 1 114+20+18 49
42 ==
18 + 18 + 9 18 18

De plus, par la questionE (X2) = ”T‘H)’ = %3 % D’ou,
4

49 3\2 49 9 98-81 17
v =5 (3) 51" =36

E(X3) =17 x

18 2 36 36
Conclusion,
17 11 5 1
V(X t VieR, G 4 —t2 4+ =13
(Xo)=35 @  Gxp () = gt + gt +

10. Posons X3 = Xy — 1. Puisque X5 (Q) = [1;3], alors X3 () = [0;2]. Supposons X; = 2, (possible car
I’événement est non négligeable) alors par la question

Vie[0;2], P(Xo=i|X1=2)=P(Xs—1=i|X;=2)=P(Xo=i+1|X;=2).
Donc par la question [2]

0 sit+1>2ie. 1=2

Vi € [0;2], P(Xo=i|X,=2)=
10:2] (X2 =i] X =2) {; sii+1<2iei=0oui=1.

Donc P(X;=0| X1 =2)=P(Xo=1|X;1=2) =3 et P(Xo=2]X; =2) = 0. Conclusion,

- 1
La loi conditionnelle de X5 sachant X; = 2 est une loi de Bernoulli %4 <2>

On peut aussi remarquer que la loi de Xo sachant X1 =2 est % ([1;2]).

10/17]
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11. On remarque que P (X3 = 2) # 0. Donc par la formule de Bayes,

P(XIZQ’X2:2):IP’(X2:2\X1:2)}P’(X1:2)

P (X2 =2)
Or par les questions précédentes, on a P (X, =2 X1 =2) =5, P(X1=2) = et P(Xp =2) = 2.
Conclusion,
11 g
P(X1=2|X,=2)=23 =",
25
P(X), = 1) 1 1/2 1/3
Pour tout k € [1;n], on pose W = |P (X = 2)|. On définit également A= 0 1/2 1/3
P (X, = 3) 0 0 1/3

12. Soit k € N*. La famille (X = j) e[t forme un systeme complet d’évenements. Par la formule des
probabilités totales,

3
P(Xps1=1)=> P(Xpp1 =1 X =4)P (X =1).
j=1

Si X = 1, alors a l'étape £ + 1 on pioche dans 'urne 1 qui ne contient que la boule 1. Donc
P(Xpr1=1] X =1) =1.Si Xy = 2, alors on pioche dans 'urne 2 qui posseéde deux boules dont
le 1. Donc P(Xg41 =1| Xy =2) = 1/2 et enfin, si X; = 3, on pioche dans I'urne 3 qui possede 3
boules dont la 1. Donc P ( Xy =1 | X =3) = 1/3. Ainsi,

1 1

De méme,
3 1 1
P(Xkﬂ—2):ZP(Xk+1—2|Xk=j)P(Xk—J):0+§P(Xk=2)+§P(Xk=3)
j=1
3 1
P(Xps1=3)=> P(Xpp1=2|Xp=j)P(Xp=34) =0+ gP(Xk =3)
j=1
Ainsi,
P (Xgp1=1) P(X) = 1) + 3P (Xz = 2) + 3P (X}, = 3) 1 1/2 1/3\ [P(Xx=1)
P(Xpp1=2)| = 3P (X), =2) + 3P (X = 3) =10 1/2 1/3 ] |P(X},=2)
P (X1 =3) iP (X, =3) 0 0 1/3) |P(X,=3)
Conclusion,

‘Vk EN*, Wi = AWk.\

13. Soit k£ € N*. Par définition,
E(Xk+1) =1 X]:P)(Xk+1 = 1)+2 X]:P)(Xk+1 :2)+3 X]P)(Xk—‘rl :3)

Donc par la question précédente,
1 1 2
Or le systéme (Xj = 1);cpy.5) étant complet, on a P(Xj, = 1) + P (X = 2) + P (X}, = 3) = 1. Donc

1
E(Xp+1) =14 P (X =2) + P (Xi =3).

11/17
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E(Xy) 1 PXp=1)+2P(X,=2)+3P(X,=3) 1
+-= =
2 2 2 2
_1-P(Xp=2) - P(X=3) + 2P (X, =2) +3P (X, =3) | 1
B 2
1
= 1+§IF’(X =2)+P (X, =3)
Conclusion,
E (X 1
VkeN*,  E(Xpp)= (2 K 5
14. Par la question précédente, la suite (E (X})),cn+ st une suite arithmético-géométrique. Soit w € R.
On a
S + 1 & w=1
w=5+5 = 1.

Posons w =1 et pour tout k € N*, u, = E(X}) — 1. Alors pour tout k € N*

—E(Xp ) —1= T Bt w
Uk41 (Xk+1) 5 T35 9 9
Donc (ug)pen- est une suite géométrique de raison 1/2. Donc pour tout k € N*, ug = 5t7. Ainsi,

pour tout k € N*,

]E(Xk):Uk—i-l:L-i-l:%

2k—1 2k—1 + 1.

Or par la question [1.|pour n = 3, E (X;) = % = 2. Conclusion,

1

On pose pour tout k¥ € N*, Y = X — 1.

15. Soit k € N*. Par linéarité, E (Yy) = E (X; — 1) = E (X) — 1. Donc par la question précédente,

1 1

On note que Y () = [0;2]. Donc Yj est une variable aléatoire positive. Donc par l'inégalité de

Markov,
E (1Y) 1 2
P> =B(vil> )< 20 gy - L -2
Conclusion,
Vk € N*, E(Yk)zw et P(Yk>1)<27:_
16. On a
P(Xe=1)=PYa=0)=1-P (Y, >1) car Y}, () = [0;2].

Donc par la question précédente,

2
. . 2 PN
Or lim 1= lim 1— — = 1. Donc par le théoreme d’encadrement,

k——+o0 k——+o0 ok

lim P(X,=1)=1.

k—4o0

12/]17
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Autrement dit, | (Xy),cn- converge vers une variable déterministe égale a 1.

Ainsi, asymptotiquement, on finira par ne piocher que dans I'urne 1 (ce qui est logique la suite des X
est décroissante et piocher dans 'urne 1 est le seul état absorbant : si X; = 1, alors nécessairement
Xi+1 =1 et donc tous les tirages suivants seront dans 'urne 1).

Cette convergence est méme trés rapide car P (Xy # 1) < 2%, donc la convergence est sous-géométrique
(i.e. au moins géométrique/exponentielle).
Partie 3 : Loi de X,

Soit f ’endomorphisme de Ry[X] canoniquement associé a A, € = (1, X, X 2) la base canonique de Ry[X].
Pour tout 7 € [1;3], on pose g; = (1 — X)" 1.

17. Posons & = (e1,€2,¢€3). On a
&=(11-X,01-X)%).

Donc & est une famille de polynomes échelonnés en leurs degrés donc & est libre. Or Card (£) = 3 =
dim (Rz2[X]). Conclusion,

‘@‘" est une base de Ro [X]‘

1
18. On a X = maty (e1) = [0]. Donc,
0

1 1/2 1/3\ [1 1
Y =maty (f (1)) =AX =0 1/2 1/3 | [0] = |0| = X.
o 0 1/3/) |o 0
Donc f (1) = €1. De méme,
1 1/2 1/3\ [1 2]
maty (f (e2)) = Amaty (e2) = 0 1/2 1/3 | [-1| = |—-1/2 zimatrg (e2) .
o 0 1/3) [0 0

Donc f (e2) = 3 2. Enfin, e3 = (1 — X)? =1-2X + X2. Donc

1 1/2 1/3\ [1 1/3 .
maty (f (e3)) = Amatg (e3) = 0 1/2 1/3 | |-2| = |-2/3| = gmatcg (€3) .
0 0 1/3 1 1/3
Donc f (g3) = %63. Conclusion,
1 1
fle)=ce,  fle2) =5e f(€3)=§€3-
19. Par la question précédente, on a directement,
1 0 0
D=mate(f)=10 5 0
00 %

20. Soit Q = maty (&) et W{ = matg (%) Par la question E pour tout k € N*, Wi = AWp.
Donc par récurrence, pour tout k € N*, W, = A*=1W,. Soit k € N*. On a A*~! = maty (fkfl) donc
par la formule de changement de base,

AR = maty (fk—l) = Qmats (fk—l) Q'=QDF1Qt.
13/17
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Ainsi,
Wy, = AP Wy = QDM W,

1
Or W7 = % 1| = matey (%) Donc W7 = QW ou encore W{ = Q~'W;. Conclusion,
1

Vk e N¥, Wy = QD w1,

A
21. Soit (A1, A2, A3) € C3 tel que W{ = [A2|. Autrement dit,
A3
1+ X+ X2
f =Ae1+Aea+ A3¢e3 :)\1—|—)\2(1—X)—|—)\3(1—X)2

:)\1—|—)\2+)\3—()\2—|—2)\3)X—}—>\3X2.

Par unicité des coefficients d’un polyndéme,

A+do+ A3 =3 M=t-X-M=1+1-2%=1
—/\2—2)\3:% = )\2:—%—2/\3:_%_2%: 1
A3 =3 A3 =3
Conclusion,
1
W)= |-1
1
3

22. Soit k € N*, Par les deux questions précédentes,

1
Wi = QD* 1w = QD1 | -1
1
3
1 00 1 0 0
OrD=|0 3 0)doncDF1=|0 z5 0 ] Ainsi,
00 % 0 0 g
1 0 0 1 1
Wk - Q 0 2k1—1 (1) _11 - Q _21k1—1
00 =/ L3 3
1 1 1
De plus, Q = maty (1, 1-X,1-2X+ X2) =10 —1 =2 ]. Ainsi,
0 0 1
11 1 1 1— i + 5
Wi=(0 -1 =2 |—m=|=| w3
0 0 1 3 3%
Conclusion,
1 1 2 3
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En particulier, si k = 1, on retrouve que P (X1 =1) = P(X; =2) = P(X; =3) = 5. Encore plus
nice, si k = 2, on retrouve la loi de Xo : P (X9 =2) = 1—%4—% = %, P(Xe=1) = % - % = 158 et
P(Xy=3) =1 et ca c’est classe de quoi étre en sbraaaa.

23. Soit k € N*. Par la question précédente,

2 1 1 1 3
:ﬂ‘w+w+4w‘%%hk
2
=1+ o5

Conclusion, on retrouve le résultat de la question [14]

2
VkeN,  E(Xp)=1+—.

Partie 4 : Temps de sortie, temps d’entrée

On admet dans la suite que pour tout k € N*, W, = 2

On note T la variable aléatoire retournant le premier instant k£ ot ’on obtient une boule numérotée 1 ou
2 et T, la variable aléatoire retournant le premier instant k£ ou I’on obtient une boule numérotée 1.

24. Soit k € N*. Pour obtenir (T = k) il faut et il suffit d’obtenir le numéro 3 lors des tirages 1 a k — 1
puis de piocher ou le numéro 1 ou le numéro 2 i.e. ne pas obtenir le numéro 3 a I’étape k. Ainsi,

(T=k)= [ (5i=3)N(Xs#3).

1<i<k—1

25. Par la formule des probabilités composées,

Pu;=m=P< N @&=$ﬂ@@¢30

1<i<k—1

:P<Xk7é3

k—2
A MF@>HM&H=M&=®M&=w
—1 i=1

1<i<k

avec la convention ot le produit vaut 1 si k = 2. Or le tirage initial est équiprobable, P (X; = 3) = 1/3.
De plus si X; = 3, i.e. on pioche dans I'urne 3 a I’étape ¢ 4 1, alors on a une chance sur 3 d’obtenir a
nouveau la boule 3. Donc P(X; 11 =3 | X; =3) = 1/3. A linverse si X;_1 = 3, alors on a 2 chance
sur 3 d’obtenir une boule différente de 3. Donc

2 (E=21\1 2 1 2
P(T, = k)=~ Sl R
( ) 3(}13)3 331 3k

On note que le résultat reste vrai si £ = 1. Conclusion,

Vk € N¥, P(Ts =k) = —.
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26.

27.

28.

29.

30.

Soitt € R. On a

tel & Z t*P (T, = k) converge

keN*
2tk : -
& Z -5 converge par la question précédente
keN*
& -1< 3 <1 car on reconnait une série géométrique de raison q = 3
& -3 <t <3

Conclusion,
I =1]-3;3[.

Soit t € I. Par la question précédente, Z thPp (Ts = k) converge et de plus est une série géométrique

keN*
donc N N .
X X2t t 1 2t
t) = P (T, = k) = — =2 = = —.
Gr.(t) ,; ( ) kz::l?,k SR R
Conclusion,
I=]-33 — R
G, t o 2L

Puisque T; est le premier tirage ou I’on a obtenu la boule 1, il est nécessaire de ne pas ’avoir piochée
aux précédents tirages, en particulier au tirage juste avant. Donc pour k > 2, si (T, = k) est réalisé
alors (Xj_1 # 1) aussi (et ce n’est quune implication). Conclusion,

VE>2,  (T.=k)C (X 1#1).]

Soit k > 2. Par la question précédente, on a P (T, = k) < P(Xj_1 #1). Or

2 2 1 2 2 2 4
P(Xk_l 7& 1) - P((Xk_l - 2) H (Xk_l - 3)) - 92k—1 - 3k—1 + 3k—1 - 92k—1 - 3k—1 S 2k—1 - 27

On retrouve 'inégalité de Markov obtenu a la question [15.

Conclusion,

V=2, P(T.=k) < —.

Posons pour tout k > 1, uy = kPP (T, = k). Alors par la question précédente, pour tout k > 2,

9 3 4K3
Or par croissance comparée, 42%3 i j 0. Donc il existe kg > 2 tel que pour tout k > ko,
o
43
Os oo st
Ainsi, pour tout k > ko,
2 1
0 < ku, <1 == Ogukéﬁ car k > 0.
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1
Or Z 72 converge en tant que série de Riemann d’exposant a = 2 > 1. Donc par le théoréme de

keN*
comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que

Z kP (T, = k) converge.
k=2

Sa somme totale (a partir de k = 1) sera alors E(1¢), lespérance de la variable aléatoire T, dont
lunivers image est N*.
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