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Correction du Devoir Maison 2
fonctions réelles, trigonométrie, complexes

Du jeudi 19 octobre

Probléme I - Fonctions réelles

On considere
f:9y =R
a;b—>ln<x+ 1—1—3:2),
Partie 1 : Généralité

1. Soient Z; I’ensemble de définition de f et x € R. On a les équivalences suivantes :

c9 - 1+22>0
x
/ z+V1+22>0
- 2> -1 toujours vrai
V1+a?> -z

& V1422 > —2.

Premier cas, si x > 0, alors —z < 0 < V1 + 22 et donc z € Zy.

Second cas, si x < 0, alors,

r € YDy & 1+2%> 22 car 1+22>0et —z >0
& 1>0 toujours vrai.
Conclusion,
9 = R.

2. On a les points suivants :

e L’ensemble .@f = R est centré en 0.

e Soit x € R, on a les égalités entre réels suivantes :

f(=z)=1In (—x +4/1+ (—J:)2)

:ln(—x—i— 1+£L'2)

Z—ln<m>
o (az+\/1+71132)

224+ 1 — 22
:—ln(m+ 1+a:2)
)

Conclusion,

’1& fonction f est impaire. ‘
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3. On a déja vu que pour tout z € R, 22 +1 > 1 > 0. Par conséquent, la fonction z — /1 + 22 est
dérivable sur R. Donc f est dérivable sur R en tant que composée de fonctions qui le sont. De plus,
pour tout = € R,

(z+vIita?)
x-ﬁ—m

(1+2)'
1+ 2/ 1+x2

z+V1+ 2

2x
L+ 2v/1+z2

T+ V1 + a2
Vi+aZ+x
VI+2? (z+VI+a?)

1
:\/ﬁ car \/1+ 22+ # 0.
x

Conclusion, |la fonction f est dérivable sur ]R‘ et

() =

Vz € R, f(x) =

4. On calcule :

£0)=1n (0+v1) =0.

Puis, par la question précédente, f est dérivable en 0 et

f(0)= il 1.

Puisque f est dérivable en 0, son graphe admet une tangente dont I’équation est donnée par y =
1'(0) (x — 0) + f(0) = z. Conclusion, I’équation de la tangente au graphe de f en 0 est

5. Puisque lim 22 = 400, par composition, lir}rq V1+ 22 = 400 et donc hal_l z+V1+22=+c0.

Tr——+00
Donc par composition, on obtient

lim f(z)= +o0.

Tr—r+00

6. La fonction f étant impaire, on en déduit par la symétrie centrale de centre O que

xEIPoo f($) -

7. On a vu que pour tout z € R, f/(x) = ———. Donc pour tout = € R, f/(z) > 0 et la fonction f est

V1tz2®
donc strictement croissante sur R. A D'aide des deux questions précédentes, on en déduit




LYCEE ~ |
RACK: FOUERES Mathématiques PTSI, DM2 Cor 2023/2024

8. Par ce qui précede, on a

e f est continue sur R,

e f est strictement croissante sur R.

Donc d’apres le théoreme de la bijection, la fonction f définit une bijection de R dans

J = Lgr_noo f(z); lim f(x) { =R (d’apres les questions [5] et [6).

T—+00

Conclusion,

‘ f définit une bijection de R dans R. ‘

De plus, toujours d’apres le théoreme de la bijection,

1 est aussi une bijection de J = R dans R, continue sur R et strictement croissante sur R.

Partie 2 : Etude en +

9. Soit x € R%.. On a les égalités entre réels suivantes :

f(z) —In(z) =1n (av +v1+ ac2) — In(z)

x
1
. 4+ 4/2? (5 +1)
T
T+ x% +1
=n| ——— car x >0
x
1
=In(14+14/14+—
T
Or lim — = 0. Donc par composition, lim 1+ 4/1+4+ — = 2. Toujours par composition, on
T—+00 332 Tr—+0c0 x2

conclut que

lim f(z) —In(z) = In(2).

T——+00

10. On pose pour tout x € R, fi(z) = f(x) — In(x). Alors pour tout x € R, on a

f@) _ hie) +n@) _ fie) | Infa)

xT T T T

D’une part, on sait par la question précédente que lirf fi(xz) = In(2), donc par quotient,
Tr—r+00

lim h@) = 0.
r—+o00 I
In(2
ATTENTION!!!! Une erreur classique est d’écrire lim h(@) = lim n(2) = 0. Dans ce cas

xr——+00 €T (*) r——+00 €T
précis, il se trouve que (%) reste vraie mais elle présente au correcteur une impression de mauvaise
compréhension de ce qu’est une limite : il est absolument interdit de prendre un bout du quotient
(ici le numérateur) et de passer d la limite uniquement sur ce bout en laissant le reste fixe alors que
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dans cette limite tout bouge! Voici un exemple ot cette erreur admet des conséquences désastreuses :

. €T . . . €T . \ .
lim — = lim — = lim 0 = 0, alors que lim — = lim — = +o00. Revenons da notre question.
z—0 T z—0 2 z—0 z—0 I z—0 T
x>0 >0 >0 >0 x>0

n(z)

On sait de plus que lim = 0. Donc par somme de deux limites, on en déduit que

Tr—+400 €T

lim —~% =0.
r——+o00 I
Autrement dit
F@) = o).

11. D’apres la question on sait que lir}rl f(z) = 4o00. De plus, par la question précédente, on a
Tr—r+00
f(z

également lim ——= = 0. Par conséquent,
rx—+oco I

‘La fonction f admet une branche parabolique de direction (Oz) en —I—OO.‘

12. Toujours d’apres le théoreme de la bijection, on sait également que f~! est une bijection de R dans
R qui est de plus continue sur R et de méme stricte monotonie que f. Conclusion,

f~! est une fonction continue et strictement croissante sur R |.

13. Soit (z,y) € R2.

Partie 3 : Introduction aux équations différentielles

On note %, (R) l'ensemble des fonctions deux fois dérivable sur R et on considére I’équation suivante
d’inconnue g € %, (R) :
(E) g"(x) = g(z).

On note .5 I’ensemble des solutions de (E) : g ={g€ %% (R) |¢" =g}.

R
14. Soit C € Ret g: . La fonction g est définie et méme deux fois dérivable sur R et

x = C
Vo € R, g (x)=0 et g"(z) =0.
Des lors, on a
g€ g & Vo € R, g"(x) = g(z) <= Vo € R, 0=C & C=0.

Conclusion,

R —+ R
la seule fonction constante solution de (E) est la fonction nulle : .
z — 0

15. Soient (g1, g2) € 5@% et (A1, \2) € R2. Posons h = A; g1 + A2 go. Par hypothése g; et go sont deux
fonctions de . et donc de %5 (R) et donc g; et g sont deux fois dérivables sur R. On en déduit donc
que h est aussi deux fois dérivable sur R. De plus,

R =A1g1+X92)" =gl + gl

A/i7
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Or g1 € g donc ¢g{ = g1. De méme g = go. Donc
hHZ/\lgl—i-)\QgQ:h.

Conclusion,

h=Ag1+ Mg € ..

On dira alors que g est un espace vectoriel.

16. Soient A € R et g : « — e**. La fonction ¢ est deux fois dérivable sur R en tant que fonction
exponentielle et de plus,

Vo € R, g (x) = Ae® puis YV € R, g"(x) = N2 er?.

Deés lors,
g€k & Vo € R, Jd"(z) = g(x)
& Vr € R, N erT = e
& Vz € R, M =1 car e’ £ 0
& A=10U A=-1
Conclusion,

geSs &  A=10U A=-1]

On admet dans la suite que . est donné par

SE = {QEDQ (R) | I\ p) €R? Vz e R, g(x) :)\ef_hue—fﬂ}.

Partie 4 : Déterminer de f~! par une équation différentielle

17. On a vu que f est dérivable sur R et pour tout z € R, f'(x) = ﬁ = (. Ainsi, par ce qui précede,

on a

e f est dérivable sur R,
e f est strictement monotone sur R,
e Yz eR, f'(x) #0.

Donc par le théoreme de la dérivée de la réciproque, on en déduit que

f~! est dérivable sur f (R) =R

et
1

Vy € R, (f_l)/(y) B TT=Tm

Puisque pour tout z € R, f'(z) = ﬁ, on obtient

vyeR, (Y () =vV1+ (1)

18. Par la question précédente, f~! est dérivable sur R. De plus pour tout y € R, 1 + (f_l(y))2 =>1>0.

Donc par composée, on en déduit que la fonction y — /1 + ( f—l(y))2 est dérivable sur R. Donc
( f *1), est dérivable sur R autrement

1 est deux fois dérivable sur R.

/7
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De plus,

vwweR,  (FY

I
N | —~ ——~ —/
—_
—~ —+
—
s
L
—
<
N ~—
SN—
[N}
N——
-

Conclusion,

fil € g

Par la partie précédente, on en déduit qu’il existe (A, ) € R? tel que
Yy € R, ) =Xe¥ +pe .

19. On sait que f(0) = 0. Donc 0 est sa propre image et donc son propre antécédent. Nécessairement,

/() =o.

Par la question [I7]on en déduit que

(F'(0) = V1+(f71(0)* = vVI+0=1.

20. On sait que Vy € R, f~1(y) = Ae¥ +ue™¥. Donc en y = 0,

0=A+u & h=—A.
De plus, f~! est dérivable sur R et

Yy € R, (f_l)/(y) =XeY —pe Y.

Donc en y = 0,
_ !/
L=(f7)0)=x-p
. . 1 . 1 .
Puisque 4t = — A, on obtient 1 = A+ A =2\. Donc |\ = 3 puis|p=—A= 5 Conclusion,
_ ey_e_y
wer, [y ="

Nous avons déja croisé cette fonction en tant que « partie impaire » de l'exponentielle. On Uappelle
la fonction sinus hyperbolique. Nous I’étudierons prochainement.
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21. On cherche & déterminer f~1 directement. Soit (z,y) € R%. On a les équivalences suivantes :

z=f"1(y) & fz)=y & ln(aUJr 1+x2):y
& z+V1+22=¢Y car x +vV1+22>0
& Vita?=e'—x
& 1+22=e—2ez2+2% ET V-2 >0
= 2z =¢e%Y -1 ET z < &Y
& T = — ET = < €Y.
Puisque e”¥ > 0, on note que si z = & _2 , des lors, = < % Or e¥ > 0 donc % < eY. Ainsi, si
r = =" automatiquement, z < e¥. Flnalement,
ey — e_y
f@=y e 2=
Conclusion,
_ ey —e Y
ek, ="

Probléme II - Trigonométrie

Partie 1 : Une inéquation trigonométrique

On considére I'inéquation suivante d’inconnue z € R,
(I) sin (3x) + 1 — cos (2z) — sin(x) > 0.
1. Soit x € R. On a les égalités entre réels suivantes :

sin (3x) = sin (2x) cos(z) + sin(z) cos (2x)

= 2sin(x) cos(x) cos(x) + sin(z) cos?(z) — sin(x) sin’(x)
cos?(z) — sin®(x)

(1 —sin®(z)) — sin®(z)

— 4sin3(z).

Vérification : si x = F, sin (37) = —1 et 3sin(z) — 4sin’®(z) =3 —4 = —1. Ok.

De méme, directement,
cos (2z) = 1 — 2sin?(z).

Conclusion,

sin (3x) = 3sin(x) — 4sin®(x) et cos (2z) = 1 — 2sin?(z).

2. Soit x € R. Par la question précédente,

(1) & sin (3x) + 1 — cos (2z) — sin(x) > 0

3sin(z) — 4sin®(x) + 1 — 1 4 2sin?(z) — sin(z) > 0
—4sin®(z) + 2sin®(z) + 2sin(z) > 0
2sin(z) (—2sin®(z) + sin(z) + 1) > 0.

t o3
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Posons X = sin(x). Deés lors,
(I) &  X(-2X?+X+1)>0.

Soit A le discriminant de —X2?4+X+1. Ona A = 148 = 9. Donc les racines associées sont %f‘ = —%

et =52 = 1. Ainsi, —2X?+ X +1=-2(X +}) (X —1). D'on

N e —2X<X+;> (X—1)>0.

Or on a le tableau de signe suivant :

T —00 —% 0 1 +00
—2X + + 0 - -
X+ 3 - 0 + + +
X -1 — - - 0 +
22X (X+3)(X-1) + 0 - 0 + 0 -

On obtient alors

1
() & X<—50U0<X<1

1
& sin(z) < ~5 OU 0 <sin(z) <1
1
& sin(z) < —3 OoU 0 < sin(z)
o 0
& dk € Z, —F+2]€7T<LU§—6+2]€7T OU 2km <z < (2k+1)m.

Conclusion, ’ensemble des solutions de (I) est

1= ([—E’g +2/mr;—% + 2k | U [2k; (2k + 1)??]) :
keZ

Partie 2 : Une équation trigonométrique

Pour tout n € N, on consideére 1’équation suivante d’inconnue = € R :

(Ep) cos ((n+ 1)z) + cos (nz) = sin ((n 4+ 1)x) + sin (nz) .

8/
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3. Sin=0, on a, pour x € R,

(Eo) & cos(z) + 1 =sin(x) +0 & cos(z) — sin(z) = —1.

Passons a la forme polaire :

2 2 2
(Eo) & i cos(z) — £ sin(z) = —£
2 2 2
m . ™\ . \/5
& cos <Z) cos(x) — sin (Z) sin(z) = —5
T ﬂ
< cos (a: + Z> =T
& dk ez, x+£:?%+2k7r ou x+£:f—+2kw

& Jk e Z, $:g+2k‘ﬂ' OU x = —m + 2km.

Conclusion, ’ensemble des solutions de (Ep) est donné par

yoz{gmzm; 7r+2k:7r‘k€Z}.

On fixe n € N.

4. Méthode 1, par factorisation.

(a) Soit x € R. Par une formule de factorisation, on a

2

= 2cos (W) cos (%) .

cos ((n 4+ 1)x) + cos (nz) = 2 cos (

De méme,
1 D —
sin (n + 1)) + sin () = 2sin (LEDEEIT) g (2 Vo
. ((2n+ 1)x) (g;)
-9 \en— L)x Ay
sin ( 5 cos 5
Conclusion,

(n+1)x+n$)cos<(n+1)l‘—nx

~—

cos ((n + 1)x) + cos (nz) = 2 cos (W) cos (%)
sin ((n 4+ 1)x) + sin (nz) = 2sin ((Qn%l)m) cos (%
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(b) Soit z € R. On a les équivalences suivantes :

(En) & cos ((n+1)x) + cos (nz) = sin ((n + 1)x) + sin (nx)

o ren () () (207 (2)

& cos (W) =sin (W) OU cos <g) =0

2 1 2 1
& cos<(n+)x>—sin<(n+)m>:0 ouU EikEZ,{:ﬁ—i—lm

2 2 2

& ?cos(W)—?sin(W)zO oU dkeZ, x =m+ 2krw
& cos(m—;l)x—i—;r):O oUu dk e Z, v =m+ 2kr

&  Tkez W—FZ—;—HW OU z =+ 2k

s ez, W:ZJHW OU & =+ 2kr

& dk e Z, T = T + 2k OU z =7+ 2kw

2(2n+1) 2n+1

Conclusion, ’ensemble des solutions de (E,,) est

T 2k
"T 2@t Ty T

keZ}.

Sin = 0, on obtient
%:{gmlm; 7T+2k7r‘k€Z}.

‘Ce qui est bien cohérent avec la question ‘ (ce que l'on est fort!)

5. Méthode 2, par forme polaire.

(a) Soit x € R. Comme précédemment, on a

cos (nx) — sin (nz) = V2 (\éi cos (nz) — ? sin (n:c))

= V2cos (%) cos (nx) — sin (%) sin (nx)

- 2 ( 7) .
cos | nx + 1

Conclusion,

cos (nx) — sin (nx) = v/2 cos (nm + %) :

(b) Soit z € R. De la méme fagon, on a aussi,

cos ((n + 1)z) —sin ((n + 1)x) = V2 cos ((n + 1)z + %) .

10/17]

car 2n+ 1 # 0.
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Ainsi,

(En)

& cos ((n + 1)x) + cos (nz) = sin ((n + 1)x) + sin (nz)
& cos ((n+ 1)z) —sin ((n + 1)z) = — (cos (nx) — sin (nx))
& \/icos((n—i—l)x—i—% :—\/icos(n:lﬂ—%):ﬁcos<nx+%—7r)
T 3T
& cos ((n + 1)z + —) = cos (nx - )
4 4
& Ik € Z, (n—l—l)x—i—%znm—%%—ﬂm
ou (n+1)x+%:—na¢+%+2kw
& dk € Z, x=—-m+2kr OU 2n+1)x =7m+ 2km
2km
Skez — 742k OU z= — .
g € 4, r=m+2KT T 2n—|—1+2n+1

Conclusion, on retrouve exactement les mémes solutions (c’est bien fichu les maths),

s 2km
I = { ; 2km | k Z} .
"TA2@nt D) Camg1l T TAMTRE
Considérons maintenant ’équation d’inconnue z € R,
(Fy) cos ((n — 1)z) + cos (nz) = sin ((n + 1)z) + sin (nz) .
6. Soit z € R. Par parité du cosinus, on a
(Fp) & cos(—z) + 1 =sin(z) + 0 & cos(z) + 1 = sin(x) (Eo)
Conclusion, on a les mémes solutions qu’a la question
S = {g+2k7r; m+ 2km ‘ kGZ}.
7. Soit € R. En développant, on a directement,
cos((n —1)x) = cos(nx)cos(—z) — sin (nzx) sin(—z) = cos (nzx) cos(z) + sin (nz) sin(z)
sin ((n+ 1)z) = sin (nx) cos(x) + sin(x) cos (nx) .
8. Soit x € R. On a alors,
(F) & cos ((n — 1)x) + cos (nz) = sin ((n + 1)z) + sin (nz)
& cos (nx) cos(x) + sin (nx) sin(x) + cos (nx)
= sin (nx) cos(z) + sin(x) cos (nx) + sin (nx)
& cos (nx) (cos(x) + 1 —sin(z)) = sin (nx) (—sin(x) + cos(z) + 1)
& cos (nz) = sin (nx) OU cos(xz) + 1 —sin(x) =0
& cos (nx) = cos (g — nx) ouU (Ey)
& dk € Z, nx:g—n:r—l—Zk:Tr ouU nx:—g+nx+2k7r
oU == g +2km OU z =7+ 2km par la question
& FkeZ, 2nx= g 4 2%kr OU 0= —g + 2kn(impossible)
ou acz%—i—?lmr OU z =m+2kmw
k
& dk € Z, 3;:41+£ OUx:%+2k7r OoU z =m+2km car n # 0.
n o n

11/17
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Conclusion, pour tout n € N*, 'ensemble des solutions est donné par

k
T :{1+1; T okm: 7+ 2%kn keZ}.
" 4n n 2

Probléme III - Fonction complexe

On considere la fonction de la variable complexe suivante

f:D—=C

224241

2
z—1

2im

ou D C C est I’ensemble de définition de f. On définit également j =e™3 .
1. Soit z€ C. On a

f(2) existe & z—1#0 & z # 1.

Conclusion,
D=C\{1}.

2. On a les égalités entre complexes suivantes :

(2-3i)*+2-3i+1

2 3i) =
J(2=30) 2 3i— 1
4121 —9+3—3
B 1-31
(=2 —154) (1 + 3d)
- 149
2 6i—15i+45
B 10
4321
10
Conclusion,
43 —21s
92— 3i) =
. . ;2m N 2T
3. (a) On a directement | |[j| = |e'3 | =1|et |arg(j) = = [27] |. De plus,

2 2 2 1 3
j= 5 = cos <;> + i sin (W) =—= +i\2[.

(b) Par la formule de Moivre, on a

D’autre part,

Conclusion, | j° = j | et

12/]17
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»
!

\

Par suite,
.4 .3 . .
I =i xg=1xg=7
Enfin,
2023 _ ;3X6T4+1 _ (j3)674 x j =16 x j = .
Conclusion,

B =1 ot = 202 =

g

4. On cherche les zéros de f i.e. les solutions de I’équation f(z) = 0 d’inconnue z € D.

(a) Soit z € D. Supposons que z soit un zéro de f. Alors f(z) = 0. Par conséquent,

0=0=F = 2L TAERL

z—1 z—1

Ainsi f(Z) =0 (NB : si z € D, alors Z € D). Conclusion,

|2 zéro de f = % zéro de f.|

(b) On calcule :

) . _j2m §2m
_JEtH g+l et fetn 41
j—1 e 1
2(:08(2%)4—1

= (%ﬂ) T isn (%ﬂ) 1 par la formule d’Euler

f ()

C2x (=3 +1
A |
=0.

Donc j est bien un zéro de f. Donc par la question précédente, j est aussi un zéro de f. Ainsi
par la question on en déduit que j2 = j est aussi un zéro de f. Conclusion,

j et j% sont des zéros de f.

13/17]
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(c) Soit z € Z. On a

(z=j)(z—4*)=2"-(+5) 2+

=27 - (j+7)z+1 par les questions[3.Y et[5.d
=22 —2Re(j)z+1
1
=222 <—§> z+1 par la question [3.d
=22 +2+1

Conclusion,

(z—j)(z—j2)222+z—|—1.

Puis, pour z € C\ {1}, on en déduit les équivalences suivantes :

2
1
0= f(2) PN ﬂzo

Z2+z+1=0
z—1

(z=4)(z=34%) =0
z2—j=00U 2—j2=0

BRI A

z=75 OU z:j2.

Conclusion,

j et 2 sont les seuls zéros de f.

5. Par la question précédente, on a f(j) =0= f (jQ). Or j # j2. Donc la fonction f n’est pas injective.
Conclusion,

’ f : D — C n’est pas bijective. ‘

6. On souhaite déterminer I'ensemble f< (R) ={z € C| f(z) e R}

(a) Soit z € D. On a les équivalences suivantes :

feR &  f)=1(k
Z4z+1 224241 Z4z+1
z—1 z—1 z—1
(z2+z—|—1)(2—1):(224-24—1)(2—1) car z # 1 et donc Z # 1
|z[22—|—|z|2—|—2—22—z—1:|z|2§+|2|2—|—z—22—2—1
122 (z—2)—2(2 —2) (22 )
oz -2)~2(:~2)~ (e - ><z+z> 0
(z=2) (1o -2~ (= +2)) =
2iTm (2) (]2* — 2 — 2Re (2)) =

S

Conclusion,

fz)eR & Im(2)(]z* —2—2Re(2)) = 0.

14/17
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(b) Soit z € C\ {1}. Par la question précédente, on a

ze [T (R) & f(z) eR

Im (2) (2> = 2= 2Re(2)) = 0

Im(z) =0 OU |z —2Re(z) —2=0
z€R OU |z —2Re(z)+1-3=0
zeR OU |z—17=3=0

zeR oU |z—1%=3

z€R OU |z—1]=+3.

trt e e e

Conclusion, f (R) est I'union de la droite (Ozx) privée du point 1 et du cercle de
centre 1 et de rayon /3.

7. Soit z € C\ {1}. On a les équivalences suivantes :

23 -1 24241 23 -1
fe) = e -
(z-1) =1 (-1
& (z—l)(z2+z+1):z3—1
& Bt —r—1=22-1

& Ao1=22-1.

La derniére assertion étant toujours vraie, on en déduit que

23 -1

Vz e C\ {1}, f(z):m.

8. Soit z € UND.
(a) On a par hypothese z € U\ {1}. Par conséquent, § = arg (z) € |R\ 27Z |
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(b) Puisque z € U, |z| = 1 et donc z = . Ainsi, par la question 7., on a
22 -1
f(z)= (z— 1)2
e3i9 -1
(e —1)?
e%e (e%g — e_%)
= ——3 par factorisation par l’angle moitié
CLICERT)
30 . . 36
_° 20sin ( 2 ) par la formule d’FEuler
e (2isin (g))
o i 24 sin (%)
—4sin? (g)
Conclusion,
_ i gosin(F)
f(Z) - 9 e San (g)
(¢) De la question précédente, on en déduit que
i o sin (32)
Re(f(2)) =Re (2 e'2 i (23))
sin (—9) 9
B _2 sin? 2(%) Re (Z 612)
in (39
- ( 29) Re (z’cos — sin <9>>
2sin? (5) 2
NETCNNG
T 2sin? (9) T \2
_ sin(%)
© 2sin (g) '
Conclusion,
sin (%)
R — 2
e(f(z) 2sin (g)
(d) Soient 6 € |0; 2F], ¢ = tan (g) et z =", Par la question on a
, sin (22 1 |sin (3¢
7 (e)| = |_ it (29) _ 1 2( 29) '
sin? (3) sin” (3)
De plus on observe que
sin (22) _ sin (0 + 9 _ cos (0) sin (%) + sin (9) cos (£) _ cos (0) 4 Sio () cos (%)
sin? (g) ~ sin? (g) B sin? (g)  sin (g) sin (g) sin (g) '

Or g € ]O; g] Par conséquent cos (g) # 0 et donc

Cos (g) 1 1 _1
() ") ()
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De plus par les formules de ’angle moitié, on a

11—t , 2t
cos (0) = T et sin (0) = e
Enfin, on sait également que sin® (g) =1—cos? (g) =1- m car rappelons que tan’ (g) =
1 _ 2 A 4 A N | 0 . . : [
w2(T] = 1 + tan? (). Ainsi, sin? (§) = e Or 5 € 10; 2] € ]0;7[ donc sin (§) > 0. On en

déduit donc que

) 9) 1
s\ <= | = —F/——.
(2 V1+t2

sin(¥) _ i5e oo 1 (1-B)VIFP /TP 1-¢ 2
2 2 2 2’
—— = L+t L+t VI+82 V14t

sin (3) 3¢

sin? (g) V1+2
.

Enfin, puisque g € }0, 3], par croissance de la fonction tangente sur }O;g[, on observe que
t =tan (%) €]0;v/3]. Des lors, t2 € ]0;3] et donc 3 — ¢2 > 0. Ainsi,

’f(ew)‘_lsin(g’za) B 3—t2 B 3—t2
C20sin? (§)] [VI+eE| 2vI+e2

Conclusion,

i 3t
’f(ee)‘: 5 Tﬁt?
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