Mathématiques PTSI, DM4

2023/2024

Devoir Maison 4
Calculs d’intégrales, équations
différentielles

A faire pour le jeudi 14 décembre

Probleme I - Calcul d’intégrales

Pour tout n € N et toute fonction f € € ([1;¢],R), on pose

_ [ f(z)" dz.

I =
" 1 nlz?

Partie 1 : Point de départ, des petits exemples

1. Justifier que pour tout f € € ([1;¢],R) et tout n € N, I, existe.
2. Calculer pour tout f € € ([1;¢],R), Io.

3. Calculer Iy lorsque f : x — —%.

Partie 2 : Un petit détour par I’arctangente

arctan(e) t

dt.
sin?(t)

On cherche a calculer (une envie soudaine...) : J =
™
1

1 a

4. Montrer qu'’il existe (a,b,c) € R3 & déterminer tel que pour tout z € R*

» z(z2+1) @
5. En déduire I lorsque f : z — 5.
6. A l'aide d’une intégration par parties, en déduire I lorsque f = arctan.

7. Pour tout = € R, simplifier sin? (arctan(z)).

8. A l'aide des questions précédentes et d’un changement de variable, montrer que

7w arctan(e) 1 < 2e? >
g= 1 aaanme) 4 .
1 o T2™\&n

Partie 3 : Passage obligé par la limite

On suppose dans toute la suite que f = In et on pose pour tout n € N et tout = € [1;e], f,(x)

9. Calculer I7.
10. Démontrer que pour tout n € N et tout = € [1;¢] on a 0 < f,(z) < ;.
11. En déduire pour tout n € N, un encadrement de I,,.

12. Calculer la limite de la suite (1), cx-

bx+c
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Partie 4 : Destination, la constante de Neper
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ute Y

du.

1
13. Montrer que pour tout n € N, I, = / ‘
o nl

14. A Taide d’une intégration par parties, démontrer que pour tout n € N,

1

Ihyy1=———+41,.
n+1 e(n+ 1)| + n
15. Démontrer alors proprement que pour tout n € N, I, = —— Z T + Iy.
e !
k=1
"1
16. Déterminer HETOO ,;) ik

Probleme II - Equations différentielles

L’objectif de ce probleéme est de résoudre sur R* I’équation différentielle d’ordre 2 a coefficients non constants
suivante :

1
(E) Ve e RY,  2%y"(z) — xy/(z) +y(z) =23 — =
x
Partie 1 : L’ordre 1 c’est déja bien
On considere I’équation (F') suivante d’inconnue y € . (R* ,R) dérivable sur R :

1
(F) Ve eRY, zy(z)+y(z)= z— o

1. Déterminer .F, I'ensemble des solutions de ’équation homogene (Fp) associée a (F). On donnera les
solutions sous forme ensemble et sous forme d’espace engendré.

2. Résoudre I'équation (F).
3. Justifier qu’il existe une unique solution f de (F) vérifiant f(1) = 2, puis déterminer-la.

4. La courbe ¢ de f admet-elle une asymptote au voisinage de 4+00? Justifier avec soin.

Partie 2 : L’ordre 2 c’est encore mieux - Méthode 1

On considére équation (Ey), dite homogene associée a (E]), d’inconnue y € Z (R, R) deux fois dérivable
sur R* :
+

(Eo) Ve e R, a?y’(x) —ay(x) +y(x) = 0

5. Montrer que 1’équation (Ep) admet une unique solution de la forme yo(z) = 2% oll v est une constante
a déterminer.

6. Soit y € .Z (R%,R) une fonction deux fois dérivable sur R’ . On pose alors :

Ve e Ry, k(z)= y(;?)

(a) Justifier que la fonction k est deux fois dérivable sur R .

(b) Montrer I’équivalence suivante :
[ la fonction y est solution de (E)| <= [la fonction dérivée k' est solution de (F) |

7. En déduire 'ensemble . des solutions de 1'équation (E).

23



C
o
Mathématiques PTSI, DM4 2023/2024

Partie 3 : L’ordre 2, c’est merveilleux - Méthode 2

On rappelle que g désigne I'ensemble des solutions de et on note .74 l'ensemble des solutions de
I’équation (G) suivante d’inconnue z € .% (R, R) deux fois dérivable sur R :

(@) vVt € R, () =22/ (t) + 2(t) =3t —e7!
8. Déterminer ’ensemble .#, des solutions de I’équation homogene (Gp) associée a (G).
On donnera les solutions sous forme ensemble et sous forme d’espace engendré.
9. En déduire avec soin I’ensemble .#; des solutions de ’équation .
Soit y une fonction deux fois dérivable sur R’ . On pose alors :
VteR, z(t)=y(e') ie VrxeR:, y(z)=z(n(z))
10. Justifier que la fonction z est deux fois dérivable sur R.

11. Montrer ’équivalence suivante :
€S <= yeIg

12. En déduire .¥g.

Partie 4 : Keéskecékegca ? Une équation fonctionnelle ?

On considere ’équation (P) suivante d’inconnue y € .# (R, R) dérivable sur R :

(P) vz eRYL, () :$y<1) +a?

z
On note .¥p 'ensemble des solutions de .

13. Soit y € .p.

(a) Justifier que la fonction y est deux fois dérivable sur RY.
(b) Exprimer y/(1) en fonction de y(z) et = pour tout z € R,

(c) Montrer que y est nécessairement solution de (F).

14. En déduire .¥p.



