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Correction du Devoir Maison 4
Calcul d’intégrales et équations
différentielles

Du jeudi 14 Décembre

Probleme I - Calcul d’intégrales

Pour tout n € N et toute fonction f € ¢ ([1;¢],R), on pose

= [f@" 4,

" nlx?

Partie 1 : Point de départ, des petits exemples

1. Soient f € € ([1;¢],R) et n € N. Pour tout = € [1;e], nlz? # 0. Posons g : = + % La fonction
g est alors bien définie et méme continue sur le segment [1;e] comme quotient de fonctions qui le
sont et dont le dénominateur ne s’annule pas. Donc I, existe. Conclusion,

‘Vf €% ([1;¢],R), Vn e N, I, existe.‘

2. Soit f € € ([1;€],R). Sin =0, on a pour tout = € [1;¢] Ha)t x—g Donc

> nlx?
1 1]%=° 1
e [ [T o
1 x xl,_y e
Conclusion,
1

VfE‘K([l;e],R), I[):l—g.

3. 8i f:x+— T3 et n=1. On note que Vz € [1;¢], z — 4 # 0 donc f est bien définie et méme continue

sur [1;e]. De plus,
e f($) /e T /e 1
L= 22 & 1 22 (x—4) . 1 x(z—4) v
1

On procede & une décomposition en éléments simples. Posons pour tout z € R\ {0;4}, F(z) = =g

Par le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe (a,b) € R? tel que

a b
Ve e R\ {0;4 F(x)=—
reR\{0:4},  F(r)=2+
De plus,
=1 F(x)=1 L _ 1
a_xl—n>%)$ ()_acg%x—ll__z
x#0 T#£0
et
b=1i 4)F(x) = li 1_1
m;£4 :E;ﬁ04
Donc pour tout x € [1;¢],
1/4 1/4
F =
(@) T r—4
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Ainsi,
1 e 1 1
I =~ ——d
L 4/1 r—4 x v
1 r=e
= (o — 4~ In (eSS
1
= 7 (n(je—4[) = In(fe]) = In (]=3[) + In (J1]))
1
= Z(ln(4—e)—1—ln(3)).
Conclusion,
In(4—e)—In(3)—1
L = .
4
Partie 2 : Un petit détour par ’arctangente
arctan(e) t
On cherche a calculer (une envie soudaine...) : J :/ —— dt.
z sin“(t)
4. Soit (a,b,c) € R3. On a les équivalences suivantes :
1 a br+c 1 a(IL‘2+1)—|—bl‘2—|—C{L‘
R* _— = — v R* =
vz e R, z (22 +1) x+:c2+1 reRs z (2?2 +1) x(z2+1)
& VeeR*, 1= (a+b)z’+cx+a car x # 0.
On note alors qu’lLL SUFFIT de prendre
a+b=0 b=—a=-1
C = 0 = C = 0
a=1 a=1.
Donc, pour a =1, b= —1 et ¢ =0, on a bien
1 1
Vz € R*, — = v

c(22+1) x a2+1°

5. Supposons f : x> Pour tout x € [1;e], 1 + 22 # 0, donc f est bien continue sur [1;e] et

_x
241"

e f(l‘) /e €T /e 1
I = —tdx = -~ dx = ————dx.
! /1 22 T (22 +1) T x(z2+1) v

Par la question précédente,

e T
h=f 5=yt .
_ {ln(m) — éln(’x2+1’)} 1

—In(e) — In(1) — %m (2 +1) + %m )

1 <2€2 >
= —In .
2 e? +1

Conclusion,
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6. Si f = arctan. On note que f est bien définie sur [1;e] et

e
I :/ arctan(z) d.
1

22

u(z) =—1

Posons pour tout x € [1;¢€], { . Les fonctions u et v sont 4! sur [1;e] et pour tout

v(x) = arctan(x)

u'(z) = 3 o .
€ [L;e], § " . Donc par intégration par parties :
v ($) = T1a2
I { arctan(x)r_e /e 1 deo T arctan(e) N /e 1 d
— _ — _— r= - ——— R xZ.
! x o1 J1 oz (14 22) 4 e 1 x (14 22?)

Donc par la question précédente,

-7 arctan(e) 11 ( 2e? ) .

u +
— S —— — n [
1 o 2" \e2 11

7. Soit 2 € R. On a sin? (arctan(z)) = 1—cos? (arctan(z)). De plus, arctan(z) € |—%; 5 [ donc appartient
au domaine de définition et de dérivabilité de la fonction tangente et

1
tan’ (arct = = 1 + tan? (arct =1+a2%
an’ (arctan(x)) co? (arctan(2)) + tan® (arctan(x)) +x
Donc .
Vz € R, 2 (arct = .
x cos” (arctan(z)) 522
Puis,
1 1+22-1 x?
.2 . _ _
Vr € R, sin” (arctan(z)) =1 — T2 112 S iaat
Conclusion,
22
Vx € R, sin? (arctan(z)) = a2

arctan(e)
8. Soit J = / W dt. On observe que a partir de J, pour retrouver les bornes de Iy, il faut poser
m sin
4

pour tout ¢ € [F;arctan (e)] € |—5; 5[, # = tan(¢) i.e. t = arctan(z) car t € |—7; 5[ (important!!).

Sit= %, x =1 et si t = arctan (e), z = e. La fonction arctan est ¢! sur [1;e] et pour tout = € [1;e],

dt = dz. Ainsi,
arctan(e) t e t 1
J:/ Tdt:/ _arctan(w)  da.
z sin?(t) 1 sin® (arctan(x)) 1 4+ x

1422

Or, par la question précédente, pour tout z € R, sin? (arctan(z)) = 1 +x2 Donc
arctan(z 1 ¢ arctan(x
J= / ! dz = / arctan(z)
l‘ 1 + 2 1 2

T2

On retrouve le I; de la question [6]] Conclusion,

J=-—
4 e +2

m arctan(e) 1 < 2e? >
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Partie 3 : Passage obligé par la limite
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On suppose dans toute la suite que f = In et on pose pour tout n € N et tout = € [1;e], f,(x) = %

9. On observe que In est bien continue sur [1;e]. Par définition,

¢l
Ilz/l n(f)dx

X

u(@) = -3

Posons pour tout = € [1;¢], { . Les fonctions u et v sont €' sur [1;e] et pour tout

v(z) = In(z

ul'(r) = L
x € [1;¢], { fQ . Donc par intégration par parties,
z

V' (z) =
Il = |:_hl($)} —/ —% dx
X r=1 1 xr

1 ¢ 1
e 1 T

1 1 Tr—e
(§] €T

Conclusion,

10. Soient n € N et z € [1;€]. On a les implications suivantes :
1<z <e = 0<In(z) <ln(e) =1 = 0<In"(x) <1

D’autre part,

1<z<e = 1<22°<e? = 0<nl<nlz?<nle? = 0<

Les termes étant tous positifs, on en déduit que

n
0 @) 1
nlz2 n!
Conclusion :
1
Vn e N, Vz € [l;e], 0< fu(x) < =
n!

11. Soit n € N. Par croissance de 'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens (!!), on déduit de la

question précédente que
€ e € 1
/Odtg/ fn(t)dtg/ —dt.
n!

e—1
n!

Par conséquent

e
Vn € N, 0< I, < —
n!
e
12. On sait que lim n! = 400 et par suite lim — =0 = lim 0. Des lors, par le théoréme d’enca-
n—-+00 n——+oo n! n—-+o0o

drement et la question précédente, on en déduit que

lim I, =0.

n—-+o0o

4/3
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Partie 4 : Destination, la constante de Neper

13. Soit n € N. Posons pour tout « € [1;e], u = In(z) ie.x =e*. Siz =1, u=0etsiz =e,u=1. La
fonction u + e* est €1 sur [0;1] et dr = e“du. Ainsi, on a

¢ n"(x Loqyn Lyne
In:/ (Q)dx:/ 72e“du:/ du.
1 nlz o nleu o n!

ute ¥

Conclusion,

du.

1
Vn € N, In:/
0

n!

14. Soit n € N. Posons pour tout z € [1;€],

Les fonctions u et v sont € sur [1;¢€] et

Vo € [1;¢], {
On obtient alors les égalités suivantes :

e ’I’L+1
o= [ 4
1 (

n+1)lz2
— [_71 X lnn-i-l(l‘)} e _ /e _71771 +1 ]nn(flf) dz
(n+1)lx ey 1 (n+Dlz oz
-1 ¢In"(x)
R —— | dzx.
(n—i—l)!e+ +/1 nlz?
On retrouve bien la formule voulue
(1) VneN, I = 1 + 1
e A = (n+Dle ™™

Remarque : on pouvait aussi appliquer 'IPP sur ’expression de I, obtenue a la question précédente.

15. Démontrons la formule par récurrence. Posons pour tout n € N,

1 n+1
P(n) : « Inyy = 5

1
Z E—FIO ».
k=1""

Initialisation. Si n = 0 alors I,4+1 = I;. Donc d’apres ,

1 1

11
L=t lg=—-tlp=—-5 =+ 1L
! (1)!e+0 e—i_0 ekzzjlk!—i_0

Donc P(0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons P(n) vraie. Alors, d’apres ,

1 1

emyay T

In+2 = -

JE
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16.

Donc par P(n), 'hypothese de récurrence, on a
1 1 1 n+1 1 1 n+2 1
o= =N o4 =5 = 4 L.
w2 e(n+2)! e’;k!+0 ekz::lk!+0

Par conséquent P(n + 1) est vraie.

Conclusion. Pour tout n € N; P(n) est vraie i.e.

1 n+1
InJrl =
($

1
Z E + Io.
k=1

Soit n > 1. En utilisant la question précédente, on obtient que

I, = 1i1+1 &= 1§:1—I I & il
" e &k 0 ek:lk:!_o n Kl

Des lors,
n 1 n

1
k=0 k=1

Or d’apres la question on sait que la suite (I;,),y converge vers 0. Donc
"1
lim Z— =1+elp.

|
n——+00 =0 k!

Or d’apres la question 2., Ip =1 — % Ainsi
. "1 1
lim Z—zl—l—e 1—-—-)=1+e-1.
n—)-l—ook_o k! e

Finalement

"1
Jm > g=e

N’est-ce pas ravissant 7!

:e(Io—In).
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Probleme II - Equations différentielles

L’objectif de ce probleme est de résoudre sur R* 1’équation différentielle d’ordre 2 a coefficients non constants
suivante :

3 1
(E) Ve e RY,  2%y(2) — xy/(z) + y(z) = 2®* — -
Partie 1 : L’ordre 1 c’est déja bien

On considere I’équation (F') suivante d’inconnue y € # (R* ,R) dérivable sur R :

(F) Ve e RY, zy/(z) +y(z)= 2 — 1

1. On a:
1
(Fo) VzeRYL, zy/(z)+y(x)=0 & Ve e R, ¥ (z) + ;y(:p) =0

La fonction a : = — % est continue sur 'intervalle R’ donc admet des primitives dont I'une est
donnée sur R* par A : x — In(z). Puis,

Vo € R* e Al — o= In(@) _ l
’ x
Conclusion :
R — R R: — R
F, = Vect = AeR
z — 1 z o 2
2. On a:
1 1 1

(F) VxeRY, :By'(x)+y(x):x—ﬁ & Vo e RY, y'(:c)—i—;y(x): 1—;.

Les fonctions a : z — % etb:x—1— ;14 sont continues sur ’intervalle Ri.

o (Résolution de (Fp)) Déja faite a la question

o (Recherche d’une solution particuliére y, de (F')). Procédons a la méthode de variation de la
constante. Soit yg : x — % La fonction yg est définie et méme dérivable sur R* et yo € .7F,. Soit
y une fonction dérivable sur R* et

A=2 & Yy =AY car yo ne s’annule pas sur R .

Yo

La fonction A dérivable sur R} comme quotient de fonctions qui le sont. On a les équivalences
suivantes :

1 1
y solution de (F) & Ve e Ry, '(z)+-y(z)=1-—
T T

& VoeR}, M@+ A@uh() + A@y(r) =1-

=0car yo € 7,

1 1
& VeeR:, N@-=1-—
T E —+ (x)l‘ x4
1
* !/
& Vr € RY, /\(x):x—;
X z? 1
= 1C e R, Vx € R, )\(a:):?—kﬁ—i-C’

&  ICER VaeR;, y@) =Aa)w(@) =5+ 55+

7/i3
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Conclusion, I’ensemble des fonctions solutions de (F') est donné par

R? — R
SF = T 1 o CelR
H J— - =
T 2+21:3+“3

3. Déterminer une solution de (F') vérifiant f(1) = 2 consiste exactement a résoudre le probleme de
Cauchy suivant d’inconnue y : R} — R dérivable :

1 1
ve e Ry, y(@)+ —ylz) =1-—
y(1) = 2.
Par unicité au probleme de Cauchy, on sait d’avance qu’il existe une unique fonction solution a ce

systéme.

Soit f : R%} — R dérivable. On a les équivalences suivantes :

1 1
Vr € R* ! = =1- = €.
WS +> f(x)+xf(x) 4 PN {f F
f(1) =2 f)y=2
3C €R, Vr € RY f()—£+i+9
o 1 Hx + JWES T T
2=1+1+C
JCER, Yz eR:, fla)=S4 - 4+ C
& ’ ’ 2 23
C=1
X Ry 1 1

Conclusion, 'unique solution de (F) vérifiant f(1) = 2 est

R* — R
_l’_
I 1 =z 1

4. Ona lim f(x)= +4oo. Puis,

r——+00
lim —f(x) ==
z—4oo I 2
Et enfin,
i T
Jim (f@)-5) =0
Conclusion :

x
la courbe ¢ admet la droite d’équation y = 5 comme asymptote oblique.

Partie 2 : L’ordre 2 c’est encore mieux - Méthode 1

5. Soit a € R. La fonction yp : x = 2 est deux fois dérivable sur l'intervalle I = R" , et on a alors les
équivalences suivantes :

Yo : © — x solution de (Ejy) & Veel, zy)(x) —zyh(z) +yolz) =0
& Veel, z%a(la—1)—a+1)=0
& (a—1)2=0
& a=1
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Conclusion : 'unique solution de (Ep) de la forme z +— x est

. RY — R
Yo - .
r = X

Remarque : on peut vérifier de téte que x +— x est une solution de (Ey).

6. (a) La fonction k : z — @ est le quotient de fonctions deux fois dérivables sur R , et son dénomi-
nateur ne s’annule pas sur R” . Conclusion :

la fonction k est deux fois dérivable sur R*jr.

(b) Sachant que y et k sont deux fois dérivables sur I = R* | calculons pour tout z € I :
() =K@z +k(x) et o' (z)=K(z)z+ 2K ()

On a alors les équivalences suivantes :

[y solution de (E) ] & Veel, 22y (2) — 2y (z) +y(z) = o — é
& Vrel, P((x)e+ W) - o(H (@) + k@) + k@ = 2d -
& vael, @K+ a2 - K@)+ (~x 4 aka) = @t
& Vrel, @)+ K () = o

& [la fonction dérivée & est solution de (F) ]

Conclusion,

y solution de (E) & k' est solution de (F).

7. On a les équivalences suivantes :

[y est solution de (E) | & [la fonction dérivée k' est solution de (F) |
Az 1
JNeR R % = 240y
& AER | Ve eRS, (z) 9:+2 53
& Jup) eR?|VoeR, k(@) — An()+ L -1 4
s K T %9 xT = n(xr 1 43;2 I
& I\ p) €eR? [ Vz e RS, ylx) = (u+ An(z))z + CLS _ 1
y:x—k(z)x ’ 7 4 A
Conclusion,
RY — R ,
SE=4Y S8 1 | (AweR
—> Al -
T (w+ Mn(z))z + T L
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Partie 3 : L’ordre 2, c’est merveilleux - Méthode 2
8. L’équation homogene (Gp) associée a I’équation (G) est :
Vt € R, Z'(t) — 2y (t) + y(t) = 0.

Son équation caractéristique associée (G¢) est : 72 —2r+1=0 < (r—1)2 = 0. Le trinéme r> —2r+1
admet donc une racine double g = 1 et on en déduit alors que son discriminant A = 0. Conclusion,
I'ensemble .#, de toutes les solutions de (Gy) est :

R — R 9
tSﬂGo = ()\mu) €eR
t — (A+ut)e

Ou encore

R —-— R R — R
Za, = Vect ,
t — e t = te

9. e (Démarche pour chercher z, une SP de (G))
Par principe de superposition, une solution particuliere sera donnée par z, = z3 — z_1 ou
%o désigne une solution particuliere de (Go) 2" — 22’ + 2 = e pour « € {1, 3}
o (Recherche de z, une solution particuliére de (Go) pour o € {—1,3})
Soit av € {—1,3}. L’équation différentielle (G,) est de la forme az” + bz’ + cz = f(t) avec :
a=1#0 , b=-2 , c=1 , f(t)=e™

ou f est une fonction continue sur l'intervalle I = R.
Comme f :t+ e = Ke™ avec K =1 et m = a # 1 n’est pas racine de (G¢), donc on peut
chercher solution particuliere z, de (G4) sous la forme :

t

Zo it ape® ou ag est une constante a déterminer.

La fonction z, est deux fois dérivable et pour tout t € R :

Zo(z) = ag e™ 2l (t) = agoe™ 21(t) = aga?® e
On a les équivalences suivantes :
Za €st solution particuliére de (Gq) & vVt € R, 20(t) — 220,(t) + za(t) = et
& vVt € R, ap(a? —2a +1)e* = et
=3 vt € R, ap(a —1)% et = et
1
<~ ap =

solution particuliere de ’équation (G4 ) est donc :

Zo: | I=R — R

t — 24(t) = ——— e

o Ainsi, solution particuliere de (G) est :

10/13]
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zp: | R — R

1 1
t o 2zp(t) = 23(t) — 2-1(t) = Ze:at _Ze_t

Conclusion :, I'ensemble . de les solutions de (G) est :

R — R

o= 1 1 (A p) € R
T ()\+Mt)et+ze3t—ze_t

10. La fonction t + e’ est deux fois dérivable sur R & valeurs dans Rf. Or la fonction y est deux fois
dérivable sur R}, donc par composition, il vient que la fonction z : t — y(e') est deux fois dérivable

sur R. Conclusion :

‘la fonction z est deux fois dérivable sur R. ‘

11. Sachant que z est deux fois dérivable sur R, calculons pour tout ¢t € R :

Z/(t) — et yl(et) et z//(t) — eZt y//(et) 4 et yl(et)

On a les équivalences suivantes :

z €56 & VteR,  (eMy'(eh) +ety'(eh)) =2’y (")) +yl(eh) =

PN Vi € ]K th y”(et) — et y(et) + y(et) —
& Vo € Rf, 2y (z) — ay' () +y(z) =
xr=e
= Yy E€SE
Conclusion,

z €% = y € k.

12. On a les équivalences suivantes :

Yy E€SE = z € S

1 1
& I\ pu) €R2 [ VEER, 2(t) = (A + pt)el + ~ &3 —— ¢t
99) 4 4

-
y:x—z(In(x))

3
1
& 3\ p) eR*|VreRY, y(CU)Z(/\Jruln(x))er%—E
Conclusion,
RY — R ,
‘SﬂE = Yy .%'3 1 ()\,/J,) eR
v O pb()e+ -

Remarque : on retrouve le méme résultat qu’a la question[7]

11/13

IO\, ) € R? | Vo e R, y(z) = (A + pln(z)) @) —i—% e3n(@)

€
3t _ ot
3 1

X
1 @
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Partie 4 : Keskecékega ? Une équation fonctionnelle ?
13. Soit y € Sp.

(a) La fonction y est solution de (P), donc y est dérivable sur I = R? et par composition la fonction
Ty (%) I'est également. On en déduit que la fonction = +— xy (%) + 22 est dérivable sur I
par produit et somme de fonctions qui le sont. Or la fonction y est solution de (P), donc vérifie
y = (m — Yy (%) + 1‘2) qui est alors dérivable sur I. Conclusion :

‘y est deux fois dérivable sur I. ‘

(b) Soit x € R%. Comme y est solution de (P), il vient que :

1
Vu e RY, ' (u) = uy (E) + u?
L’égalité ci-dessus étant vraie pour tout u € RY, elle est en particulier vraie pour u = % § R%,

ce qui permet d’écrire :

x x x
Conclusion,
1 1 1
Ve eRS, o/(=) == —.
v eRE, (1) = Ly +
y est deux fois dérivable sur R*. (7)

c¢) Montrons que vy est solution de (F) i.e. .
) auey 2 {\mem, 22y (x) — g/ (@) 4 y(x) = 2 — 1 (i)

(i) Faite & la question [13.a]
(ii) Soit € R%. On a les égalités entre réels suivantes :

o = W =2 vy (B (e (2) oo

2
1 ,<1) 1(1 1)
v + + l‘q15b) - gl:y(av)—l—gc2 + + 2z

1, 1 1
= —y(@) - @) - +e

Ainsi, 2%y"(z) — zy/(z) + y(z) = 2® — L. Conclusion,

‘la fonction y est nécessairement solution de (E). ‘

14. Raisonnons par analyse-synthese.

o Analyse (recherche des candidats solutions pour (P)).
Soit y une solution de (P).
Alors, par la question précédente, la fonction y est solution de (E), donc, par la question [7.| ou
il existe deux constantes réelles \ et u telles que :
x> 1

: A 1 —_— - —
yiwe— (A pin()e + o -

Les fonctions y définies par les expressions ci-dessus sont des candidats solutions de (P).

12/13
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o Synthése (parmi ces candidats solutions, lesquels sont vraiment des solutions ?) :
Soit (A, p) € R,

3
Siy:xz— A+ pln(z))z + % ~ alors pour tout x € R :
x
32 1
! = () 1 oo
y'(z) A+ pln(@)) +p+ ==+ 5
1 2 N1 1 =z 9 322 1
w(3)+e? = o |(rumy) s e -] e = A-ume) + I+
On a alors les équivalences suivantes :
y est solution de (P) & Vo € R, y'(z) = xy (é) + 22
Ve R N+ uln(: 3x2 1 ol 322 1
& z e RY, ( +un(x))+u+7+@ = —un(z)—‘,—T—Q—@
& Vo € RY, u(l+2Inz) = 0
& m = 0
Conclusion,
RY — R
Sp=Ky: B 1 |AER
A —_— -
T T+ 1 ix

13/13]



