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Correction du Devoir Maison 5
Matrices et analyse asymptotique

Du jeudi 18 janvier

Probléme I - Matrices

Soit n € N*.

Une matrice A = (aij);<y; j<, € #n(R) est dite STOCHASTIQUE si elle vérifie les deux conditions
suivantes :

1. les coefficients de la matrice sont tous positifs ou nuls : V(i, j) € [1;n]?, a;; > 0.

n

2. la somme des coefficients de chaque ligne de la matrice est égale a 1 : Vi € [1,n], Z ai; = 1.
j=1

\ J

_ )

Une suite de matrices (carrées de taille n) (Bp) oy = <((b”)ij)1<ij<n> e (M, (R))Y CONVERGE vers
) SEYAS peN

€ My (R) si les coefficients de B, convergent vers le coefficient de B situé
ij p—>—+>oo b’L,J

\ J

une matrice B = (bij);¢; j<,

a la méme position : V(3 j) € [1,n]?, (by)

Durant une période de I'année, on étudie la dynamique d’une espéce présente sous trois formes : chenille,
chrysalide, papillon. On observe que chaque jour,

e la moitié des chenilles forme des chrysalides tandis que ’autre moitié reste chenilles,

e la moitié des chrysalides forme des papillons tandis que ’autre moitié reste chrysalides,

e tous les papillons restent papillon.

Au jour p € N, on pioche un individu au hasard et on note ay, b,, ¢, la probabilité respectivement que
Iindividu soit chenille, chrysalide, papillon. Au jour 0 la population n’est constituée que de chenilles : ag = 1,
bp = ¢p = 0. On admet que pour tout p € N, (cf formule des probabilités totales au second semestre)

1
ap+1 = 30p

_ 1 1
bpr1 = 3ap + 30p

_1
1 = 3bp + .

1 1
ap 3 3 0
On pose Vp € N, X, = | b, | et on considére la matrice A= | 0 % %
cp 0 0 1

Partie 1 : L’algébre au service des probabilités (et donc des papillons)
1. D’apres I’énoncé, on a

1
VpeN, apy1 = 20

. p rs . 1.
La suite (ap),cy est donc géométrique de raison 3 :

VpeN, ap,= —ap.
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Toujours d’apres I’énoncé, ag = 1. Conclusion,

VpeN, ap=_—.

En particulier, (ap)peN converge | et

lim a, = 0.
p—r—+00

. Posons pour tout p € N, Z(p) : « ap+b,+cp=1».
Initialisation. Sip =0, ag+byp+co =1+ 04 0= 1. Donc £(0) est vraie.

Hérédité. Soit p € N. Montrons que &(p) = Z(p + 1). Supposons & (p) vraie : a, + b, + ¢, = 1.
Des lors,

1 1 1 1
apy1 +bpy1 +cpp1 = 5% T 50T §bp+§bp+cp =ap+bp+cp=1.

Donc Z(p + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout p € N, & (p) est vraie :

‘VpEN, ap+bp+cp:1.‘

. Soit p € N. Par définition, puis les relations de récurrence données par I’énoncé,

api1 la, 1/2 0 0\ [ap 1/2 12 0\
Xpi1= |bps1| = [3ap+ b, = 1/2 1/2 0| |b|=( 0 1/2 0] X,=A"X,.
Cpi1 by, + ¢ 0 0 1/ |e 0 0 1

Conclusion,

VpeN, X, =ATX,.

. Posons pour tout p € N, Z(p) : « X, = (AT X ».

Initialisation. Si p = 0, par convention A° = I5. Donc (AP)T Xo=1Xg =X = Xy = X,. Donc
Z(0) est vraie.

Hérédité. Soit p € N. Montrons que & (p) = Z(p+1). Supposons Z(p) vraie : X, = (APYT X,. Dés
lors,

Xpy1 = ATXp par la question précédente
= AT (A" X, par hypothese de récurrence
= (APA)T Xo par propriété de la transposée
— (a7 X,

Donc Z(p + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout p € N, & (p) est vraie :

Vp e N, X, = (AP)T X,.
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Partie 2 : Tout le monde sera papillon un jour
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010
Soit J=10 0 1
0 01

5. On a les égalités matricielles suivantes :

0 10 0 1 0 0 0 1
= J'=J JF=(oo01])l0o01)]=(001
0 01 0 0 1 0 0 1
Puis,
0 01 010 0 01
JP=7J=(00 1|00 1])=(00 1]=J
0 01 0 01 0 01
De méme, J* = J3J = J%2J = J? = J%. On intuite alors que Yk > 2, J*¥ = J2. Posons pour tout

keN, 2(k): « JF=J%».
Initialisation. Si k = 2. J?> = J? donc Z(2) est bien sir vraie.
Hérédité. Soit k > 2. Montrons que #(k) = 2(k+1). Supposons Z(k) vraie : J* = J2. Montrons
que P (k + 1) est vraie i.e. J&1 = J2. On a les égalités matricielles suivantes :
JH =g J=02%xJ par hypothese de récurrence

=J3=J? d’apres le calcul précédent.

Donc & (k + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout k €= 2, & (k) est vraie :

I3 sik=0
VEEN, J'={J sik=1
J? sik>2.
6. On observe que
11 1 1
5 5 0 5 00 0 5 0 1 1
A:O%%:O%O—i—OO%:ﬁlgjL?J.
00 1 00 2 00 3
. 1
Conclusion, pour a:ﬁzi,ona
1 1
A= I3+ - J.
281 3

7. On observe que IsJ = JI3, I3 et J commutent, on a donc le droit d’appliquer la formule du binéme
de Newton. Soit p € N. On a les égalités dans .#5 (R) suivantes :

1 -
AP = (Ig + JJ)f = % Z (Z) JrI? F par la formule du bindme de Newton

k=0

:ip 3 (p)Jk.
2 2\ &

/21
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p 1 [ p z p 2 k 2
A =5 I3 + . J+Y . J carVk =2 ,JF=J
L k=2
1] " (p 2
=_—|I
L k=2
1| p P p 2
2 | = \k 0 1
1
:27[13+pj+(2p—p—1)<]2]

On vient d’établir le résultat demandé pour tout p > 2, et on vérifie qu’il reste encore valable pour
p=0etp=1Pourp=0, s+ LJ+(1-2L) 2 =L+0+(1-1)J>=I;= A" OK.Sip=1,

sl + BT+ (1-51) 2 =11+ 37+ (1-2) J2 = A= A OK. Ainsi,

op
% 0 0 0 £ 0 00 1-2t
Vp € N, A=[0 & 0|+(0 0 &Z)+(0 0 1-2
0 0 00 % 00 1-21
1 p q_ptl
2r 2P 2P
=0 &% -4
0 0 1
Conclusion,
1 p q_ptl
1 P p+1 2 9P 2P
2 2 2
0 0 1
8. Calculons. On a
L 0 t p 0 . P
W o imo e 2 b (croissances comparées)
et aussi :
p+1 y p+1 0 (croi es)
o DT —— croissances comparées

On en déduit alors que lirf AP = J2. De plus, J? n’a que des coefficients positifs ou nul et la somme
p——+o00

de chaque ligne fait bien 1. Conclusion,

(AP),en converge vers Ay, = J2 qui est stochastique.

1
9. Par la question |4.| on sait que Vp € N, X, = (AP)TXO. Orag=1et bg = cg = 0. Donc Xg = [0].
0

Ainsi, par la question [7] pour tout p € N,

i\ T 1 1
Xp: 0 2 1—27 0 - 2%—’—1 271 0 = 2%+1
0 0 1 0 —el - L o1/ o — el
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Conclusion,

ap = 5 (déja vu)
Vp € N, b, = £

2P
_ 1 _ ptl
cp=1-"55-.

Par croissance comparée, 35 — 0 et pzipl — 0. Donc

p——+00 p—+00
lim ap,= lim b,=0et lim ¢, =1
p——+00 p——+00 p——+00

La probabilité, lorsque ’on pioche un individu au hasard, d’obtenir un papillon tend vers 1. Autrement
dit | asymptotiquement, la population sera exclusivement composée de papillon‘ (et il n’y aura plus ni
chenille, ni chrysalide). La réponse était donc dans le titre de la partie, « nous serons tous papillon
un jour », excellente moralité.

Partie 3 : Les matrices aussi savent muer

0 1 2 1 1 -1
Posons B=%( -2 3 3 |etP=(1 0 1
0 01 01 -1
x
10. Soient A€ Ret U = |y| € 43,1 (R). On a les équivalences suivantes :
z
1[0 12\ [ [2]
BX =)X & 3 -2 3 3 yl =Xy
0 01 z | 2 |
Y+ 2z x|
& —2x+3y+3z | =2\ |y
z | 2|
Y+ 22 2\ 1]
& —2x+3y+32 | = |2y
z 2z
Par unicité des coefficients d’une matrice/vecteur,
y+2z=2\zx 2 z+y+22=0
Sy : —2x+3y+32=2\y & —2x+(3-2N)y+32=0
z=2Az (I1-2X)z=0.
Premier cas, si 1 —2A =0 & A= 1/2. Alors,
—r+y+22=0
—r+y+22=0
Syi{—20+2+32=0 & {x z ? Ly < Ly — 21,
—z =
0=0
.
z=0.
Des lors,

By 5 = {(2,,0) eR? | z e R} = Vect ((1,1,0)).

/o1
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Vérification : pour X = (1,1,0), on a
1 0O 1 2 1 1 1 1
BX:§ -2 3 3 1 =3 1| =X, (wec)\:i.
0 01 0 0
Deuxiéme cas, si A # 1/2. Alors, 1 —2 X # 0 et donc
—2Ax+y+22=0 2Nz +y+22=0
S : —2x+(3-2N)y+32=0 & —2x+B3-2N)y+32=0
(1-2X)z=0 2=0
2 z+y=0
& 22+ (3-2\)y=0
z=0
—2x+(3-2N)y=0
& —2>\x+y:0 Lo+ Ly
z=0
—2zx+(3-2N)y=0
& (1=3X+2X%)y=0 Ly — Ly — A\ Ly.

Soit A le discriminant de 2A%2 —3A4+1, A=9—-8 =1,
car A # 1/2, et 3L = 1.

Premier sous-cas, A = 1. Alors,
—2x+(3-2N)y=0
(1-3XA+2))y=0
z=0

81: =

Dans ce cas,

z=0

donc les racines sont % = %, ce qui est exclu

—2z4+y=0

y=2x
0=0 &

z=0.
z=0

Ey = {(z,22,0) € R* | z € R} = Vect ((1,2,0)).

Vérification : pour X = (1,2,0), on a
1 0O 1 2 1 1 2 1
BX:E -2 3 3 20 == 4] = (2] = )X, avec A = 1.
0 01 0 0 0
Deuxiéme sous-cas, A # 1 et toujours A # 1/2,
—2x+(3-2N)y=0 —2x+(3-2N)y=0
Sy : (1-3A42X%)y=0 & y = &  z=y=2z=0
z=0 z=0
Dans ce cas,
IVAER\{1/2;1}, By ={0ps} |

11. Par la question précédente (ou méme simplement les
méme si 'on n’a pas trouvé les E), on a bien

vérifications précédentes, qui peuvent se faire

1
1 EEl/g
0

Uy = et

/o1
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12. Allez hop, un petit pivot.
11 -1 100
P=110 1 Is=10 1 0
01 -1 0 01
1 1 -1 1 00
~(0 -1 2 Lo+ Lo — 14 ~| -1 10
“\o0 1 -1 “\o0 01
1 1 -1 1 00
~10 -1 2 L3+ L3+ Lo ~ -1 1 0
“\o0 0 1 “\-1 11
11 -1 1 0 0
~[0 1 =2 Lo+ —1Lo ~l 1 =10
“\o 0 1 Z\-1 11
1 1 0 Ly Ly + Ls 0 1 1
z\0 L0 Ly — Ly +2L 7 U
“\o 01 27 2T als “\-11 1
1 0 -1
~ [3 L1 — L1 — LQ ~ -1 1 2
o Z\-11 1
Puisque P ~ I3, on en déduit que | P est inversible | et de plus,
1 0 -1
Pl=[(-11 2
-1 1 1
Vérification,
1 0 -1 11 —1
plp= 1 2 10 1 |=1I0K!
-1 1 01 -1

13. On a les égalités entre matrices suivantes :

L0 12 11 -1
PlBPP12<2 3 3 1 0 1
0 0 1 01 -1
1o -1\, /12 -1
=[-11 2 |=([11 2
111>2011

1

1

0

Conclusion,
P 'BP = A.
14. En multipliant par P & gauche et P~! & droite, on a
PAP'=pPP'BPP ! =B.

Puis, on montre par récurrence que

Vp €N, BP = pAPP~L,

72
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15. Soit p € N. Par la question précédente et la question [7] on obtient

> & 1-B 1 0 -1
BP=PAPPT' =P 0 & 1-35 -1 1 2
0 0 1 -1 1 1
1— +1 1 —142 +1
ol 1-g5 5t +1-57
G A AT SEE
1 1
11 - —1+2 1-4& 14282
10 1 -1 1 1+
01 — —1 1 1
1
—1+2p 1—5 142
—2+ 2 2—— 2+ B3
0 0 >
Conclusion,
—1
_1+22p 1_% 1+p2p2
Vp € N, B =\ -2+454 2-5 2+5;
0 0 >

—1
_1+2% 1_2% 1+p2p
Vérification, pourp=0, | -2+ % 2— 4 2+ P;I)Q =1I; OK!Sip=1,

0 0 >
“1+2 1-% 14871 0 1/2 1
—24+2 2-L 2422 )= -1 3/2 3/2|=DBOK!
0 0 = 0 0 1/2

Partie 4 : Des polynémes pas pusillanimes, plutot parfaits pour papillon

Soit P = X3 —2X%+4+2X — 1. On fixe p € N.

16. On a

5
P’:3X2—4X+Z.
Donc ) 5
JOERES
2 4 T 0

Conclusion, | P’ (%) =0/

17. On pourrait se servir de la question [7.| mais comme on souhaite dans cette partie redémontrer cette

formule, on calcule directement :

110 110 1 21
, 1 1 1
00 2 00 2 0 0 4
Puis,
L /121 /110 L[l 34
A32A2A:Z 01 3 x5 01 1 =3 01 7
0 0 4 00 2 0 0 8
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Par suite, on a les égalités matricielles suivantes :

5.1
P(A) =A% —2A% + 1Al

L1034 L /121 110 WARUNY
=zlor7)=5{0o 1 3)+cl0 1 1)-2(0 10
00 8 00 4 00 2 001
L[/ 34 4 8 4 55 0 2.0 0
=s({or7)—{0o42)+l05 5 )—(020
00 8 0 0 16 0 0 10 00 2

= Os.

Conclusion,

18. Par la question précédente, on a

1 1
A3—2A2+2A—113203 = A(AQ—ZA—FZIQJ,) :ZI?) - A(4A2—8A+513):Ig

Donc A est inversible et

121 110 100 2 -2 1
AV =4A% - 8A+53;=(0 1 3|—-4(0 1 1)+5(0 1 0]=(0 2 -1
00 4 00 2 00 1 0 0 1
Conclusion, ‘A est inversible‘ et
2 -2 1
At=(0 2 -1
0 0 1
2 -2 1 110
Vérification : A'A=[0 2 -1])4(0 1 1)=1I OK!
0 0 1 00 2

19. On admet qu’il existe (o, 3,v) € R3 et Q € R[X] un polynome tels que X? = PQ + aX? + X + 7.
On admet alors que l'on a également pXP~! = P'Q + PQ’ 4+ 2aX + 3. On observe que

5 1
Pl)=1-2+-—>=-1+1=0.

Donc 1 est une racine de P donc

5 1 1 1)\?
P:X3—2X2+ZX—Z:(X—1)(XQ—X+Z>:(X—1)<X—§> .

Donc 1 et 1/2 sont racines de P. Dés lors,

P=P1HQ)+a+ [+~ & a+pB+v=1
g

De méme,

1 1 1\ a B 1
()Q<2>+4~|—2+7 & o+ 28+ 4y op—2
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Enfin, on a également vu que P’ (%) = 0. D’ou, par la seconde relation donnée par I’énoncé,
p

v (3)e3)+ () (G)rors o aiogn

On obtient alors le systéme suivant :

a+p= a+ B =55
- 11 o _ 5 Ly« Ly — Ly
Oé—i-B—F’)/— 1 7= _@ L3<—L3—L1
Oé+,6:2p111
& B+dy=24 Ly ¢ Ly
y=1— 55
05_2pp1_522pp—1 2+—2p:4_§1t12
& B = zp——47_——4+2 =2y
’Y_]' 2p1
Conclusion, on obtient bien,
B p+1 _2+3p B P
Oé—4 21727 6 2p1 —4, ’}/—1—ﬁ

20. Soit p € N. On sait que X? = PQ 4+ aX? + BX + ~. Donc en évaluant en A,

AP = P(A)Q(A)+aA’ +BA+~I3 = O3Q(A)+aA’+LA+yI3 = a A+ BA+~I; par la question

Donc par la question précédente et le calcul de A2 mené en questlon 1

1 21 110 100
(s 1) )
A—(42p_24013+2p1 011+12p_1010
0 0 4 0 0 2 0 01
1 21 110 100
1 2 2
_(1—p+> 01 3 +<%ﬁp—@ 011 +<L—p> 010
2p 2p op
0 0 4 00 2 0 01
1 p q_ptl
o  9p oP
(0 & o
0 0 1
On retrouve exactement la formule établie & la question [7]
1l ptl
2% 20 2p
vpeN, A=[0 & 1-35
0 0 1

Partie 5 : Si un battement d’aile de papillon peut tout changer, le groupe des matrices

stochastiques lui reste stoique par produit.

21. Soit A = (aij)1<; j<n €6 B = (bij)1«; j<, deux matrices stochastiques et C' = AB = (¢ij),¢; jcp-
Montrons que C' est stochastique i.e.

(4) V(i,j) € [L,n]*, ¢; =0

(i)  Vie[ln], > =1
j=1

10/]21]
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Soit (i,4) € [1,n]? On a :

~
>0car A stochastique >(car B stochastique

n
Z Ak bkj > 0.
=1 v

Soit i € [1,n]. On a les égalités entre réels suivantes :

n n n n n
Z Cij = Z Z aipby; = Z aip <Z bg) car la somme est rectangulaire
j=1 j=1

Jj=1/4=1 /=1

=1

= Z air car B est stochastique
=1 car A est stochastique.

Donc la matrice C' = AB est bien stochastique. Conclusion,

’ (A et B stochastique) = AB stochastique. ‘

22. Soit A une matrice stochastique. Posons pour tout p € N, &(p) : « AP est stochastique ».
Initialisation. Si p = 0, alors AP = I, qui est bien stochastique. Donc Z2(0).

Hérédité. Soit p € N. Montrons que &(p) = Z(p+ 1). Supposons Z(p) : AP est stochastique. Donc
A et B = AP sont deux matrices stochastiques. Donc par la question précédente, AB = AAP = APH1
est stochastique et Z(p + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout p € N, & (p) est vraie :

‘Vp eN, AP est stochastique. ‘

23. Soit A = (aij),<; j<n € #n (R) une matrice stochastique. Soit (i, j) € [1,7]% Montrons que a;; < 1.
On a l'inégalité entre réels suivantes :

aij < ail + app + -+ aip car les coefficients de A sont positifs.
=1 car A est stochastique.
Conclusion,
v(i, j) € [4, J]] aij <
1
Soit X1 = || € A1 (R).
1

24. Soit A = (a;j)1<i,j<n € Mn(R) une matrice stochastique.

(a) On note X1 = (7i),<;c,, respectivement AX1 = (yi), <, les coefficients de X, respectivement
de AX;. Nous avons notamment pour tout ¢ € [1;n], ; = 1. Alors par la formule du produit,
pour tout i € [1;n],

Y; = Z Qi Tp = Z air =1 car A est une matrice stochastique.

11/21
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On en déduit donc que AX; = | : | = X;. Conclusion,

(b) De la question précédente, on obtient que (I, — A) X1 = 0,,1. Supposons I, — A inversible.
Notons B son inverse : B = (I, — A)~*. Alors,

(In — A) X1 = On71 = B (In — A) X1 = BOM = InXl = On,l = X1 = On,h

ce qui est faux. Conclusion

‘In — A n’est pas inversible.

25. Montrons que
VA € M, (R), [A eststochastique| <= [AX; = X et les coefficients de A sont positifs |

Si A € #,(R) est stochastique, par définition des matrices stochastiques, les coefficients de A sont po-
sitifs. De plus nous avons vu a la question que AX; = X;. L’implication [A est stochastique] =
[AX 1 = X3 et les coefficients de A sont positifs] est donc vraie.

Réciproquement, si A = (a;;), <ij<n € My (R) telle que ses coefficients soient positifs et telle que
AX; = X; alors pour démontrer que A est stochastique, il nous reste juste a démontrer que pour tout
i € [1;n], 3271 aij = 1. Puisque AX; = Xj, en notant (z;);,,, les coefficients de X, on a par la
formule du produit matriciel :

n
Qi Tk = T & air = 1.
2o —~ —~ kZ::l ’

Ainsi la matrice A est bien stochastique et on conclut que

VA € 4, (R), [A est stochastique} < [AXl = X et les coefficients de A sont positifs].

12/21
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xercice II - et applications
E II - DL et applicat
Les trois questions sont indépendantes.
1. Pour tout z € |1;400],
1 1
fla) = (1+ )T = e 047
Or 2 3 4
x x x 4
et 1
Tz jolf:v+x2faz3+:n4+o(x4).
X
Par produit,
2 3 4
_ 2 3 4 4 z z € 4
: xln(l—i—:ﬁ) = (l-z+a”—2’+a +0(w))<x—3+§—1+0(a¢)>
I ST e
2 3 4 4
—x —1—%3 —%4 +o (x4)
+x° -5 +o (x )
—at 4o (z?)
“+o (934) .
Sor =5+ G et o

Posons u = x= — §;162 + 21:3 — é;v‘l —+o0 (m4). On a
20 2 6 12

u — 0.
z—0
Puis,
_ 3.2, 11,3 25 4 4
cu = r—jrt 4 gat - fw + o (z%),
o ct
3 11 25 3 11 25
2 _ 2 3 4 4 2 3 4 4
ut = (a:—gzn + e = 5T +0(:r)) (x—gzn + g = 5T —i—o(x))
_ .2 _3.3 11 4 4
0 ¢ =57 +Fx —i—o(az)
—5a% 472t o (a?)
+5a2t 4o (2
+0(w4).
44 4 27
_ .2 o3 4 4
=" 3x° + B + o (z%)
_ 2 o3, 1y 4
=, 3 + 5 + o (z*)
o Puis,

x—0
%x4 +o (ac4)
+o (z*)
xjo :U3 — 51’4 +o0 (IL‘4) .
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e Mais aussi,

71
ut = ($2—3$3+x4+0

x—0

z—0

o Enfin,

(w4)> (x2 — 323 + %x4 +o0

(@)

12

= x4—|—0(:v4).

4y 4
o(u') = o)
Or e* iol+u+“—;+%+£+o(u4). Des lors,
u
f(iL‘) x—0
xiO 14+ —%xQ +%x3 —%x‘l +o (x4)
+%x2 —%:c?’ +%x4 +o (x4)
+g2® =22t +o(z!)
+52t +o(at)
+o (2*)
1 —50+71—-18+1
_ 2 3 4 4
a::)Ol—}—x—x —|—§x—|— o7 :U—}—o(x)
1 . 4
_ 2 3 4 4
xzol—l—w—x —|—§x +ﬂx —|—0(1: )
Conclusion,
2 1 3 at 4
f(a:)miol—kﬂz—x +§x +€+0(:c ).
2. Posonst =1 et g(t)=f(})=f(z)=Lch (L) —zcos (%) = tch (¢) %(t) On sait que
h =1 1).
ch (t) o +o0(1)
Donc

D’autre part,

Donc
Alors
9(t) =
Orz= % — +o00. Donc
t—0
Ainsi,
Donc

t2 2
cos(t) = 1—5—{—0(75)
cos(t) 1
i oot 2t eW
1 ¢ 1 3t
o= (f-5rom) 5+ g +o0).
1 3 1
10=9(;), 5. et groly)
3 <1) 3
/(@) xx—>_+oo 2x © T/ z—=+oo 21
lim f(z)+z= lim i—O
z—+00 _z—>+oo 21'_ ’
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Par conséquent, on en déduit que

‘ f admet une asymptote oblique d’équation y = —z.

De plus f(z) + x est du signe de % au voisinage de +o0o. Ainsi, il existe un voisinage de +o00 tel que
dans ce voisinage f(x) + x est strictement positif et par suite

‘%f se trouve asymptotiquement au dessus de son asymptote. ‘

3. On sait que

2 3
3z x) (3z) 3\ 92 913
e x:01+(3x)+ 5t G 0((3$))m: 1+333+7+*+0( ?).
R 3
ln(l—i—x)xioa:—?—kg—i-o(x).

Par conséquent,

2923
¢ +In(1+2) = 1442+ 42° +— tolz %)

Or
Ve et WACID WD
u u2 U3
Solta s o)

Posons pour tout z € R, u(xr) = 4z + 422 + 29"” + 0 (2?). Alors

z—0

* 'LL(CE) :):jO 0

e Puis (@) 5
u(z) o 297 3
— 1302x+2x +712 —|—0(a: )
e De plus,
2 3 2, 292° 3
ui(z) = |4+ 42? —|—7—|—0.Z‘) Az + 42 + —— + 0 (2?)
z—0 6
= 162 + 1623 o (z?)
z—0
+ 1623 (1:3)
o(z°)
= 162% 4 3223 —|—0( )
z—0
Alors 21
_wx) 52 403 3
8 200 20 — 4x —i—o(x).
o Onau(z) ~ 4x donc u®(z) ~ 6423 Ainsi
z—0 z—0
3 _ 3 3
u’ () =, 64z + o (z”).
D’ou 2)
wl(zr) 3 3
16 130430 —l—o(x )

« Enfin, o (u3(z))

J::>O
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Puisque

29
f(@) = /e +m(1+2) = \/1+4x+4x2+ -
Tr—r

on en déduit que

f(z) o 1+ 2z + 222 + 2?53 + o (373)
— 222 — 42* 4+ o (373)

+ 422 4+ o (x3)

+ o(a?)

o 1+ 2z + 2?32”3 + o (ac?’) .

Ainsi

293 3
f(zx) :01—1—2:1:—%?—#0(3: ).

Par conséquent,

y = 2x + 1 est ’équation de la tangente 7 de f en 0 ‘ De plus,

2923 3 2923
f(x)—1—2xx:0 5 + o () & f(x)—l—Qxx:O TR

Or deux équivalents sont de méme signe au voisinage du point considéré. Donc f(z)—1— 2z est positif
pour x > 0 au voisinage de 0 et est négatif pour x < 0 au voisinage de 0. Conclusion,

¢y est en-dessous de sa tangente au voisinage de 0~

et

est au-dessus de sa tangente au voisinage de 07.

Probléme III - Un probléeme de Cauchy via un développement limité

On considere le probleme de Cauchy suivant d’inconnue y : R — R une fonction réelle deux fois dérivable

sur R vérifiant

{Vx eR, Y()+ay(e) +ylz) =1
y'(0) = y(0).

On admet qu’il existe une unique solution a . On note y cette unique solution.
Partie 1 : Méme quand on n’y connait rien, on peut en dire beaucoup.

1. On note que dans I’équation différentielle du deuxieme ordre Vz € R, ¢"(z) + zy/(x) + y(x) = 1 le

coefficient b : x +— x n’est pas constant. On est donc en dehors du cadre du cours qui ne fournit
de résultat uniquement lorsque les coefficients d’une équation différentielle du deuxiéme ordre sont

constants |.

2. Pour tout n > 2. On pose

P(n) : « f est de classe €. »

Démontrons par récurrence que pour tout n > 2, Z(n) est vraie.

16/21]
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Initialisation. Si n = 2. On sait par hypotheése que y est deux fois dérivable. Montrons que 3" est
continue. Pour tout x € R, on a

y'(x) = —ay'(z) — y(z) + L.
Puisque y est deux fois dérivable, on en déduit que 3 et y sont dérivables sur R et donc notamment
Yy et y est continue donc x — —xy/(x) — y(x) + 1 est continue. Ainsi 3” est continue. Donc y est €2.

Hérédité. Soit n € N, n > 2. Supposons que & (n) est vraie et montrons que &?(n+ 1) est aussi vraie.
Par hypothese de récurrence y est de classe €. Donc ¢/’ est de classe €™~ 1. Ainsi z — —ay/(z)—y(z)+1
est de classe €7~ ! sur R. Donc y” est de classe €. Par conséquent, y est de classe €7~ 112 = ¢"+1
sur R. Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n > 2, #(n) est vraie.

Conclusion, pour tout n > 2, la fonction

‘y est de classe €.

En particulier y est aussi €' ou € (continue). Donc pour tout n € N, y est € i.e. y est €.

R—R

z =y (—x)

Les fonctions y et £ — —x sont deux fois dérivables sur R donc par composition, z est deux fois
dérivable sur R et

3. (a) Soit z :

Vz eR, Z(z)=—y(-2) et Ve eR, 2'(z)=1y"(-2).
Par conséquent,
Vz e R, 2'(z)+z'(x) + 2(x) =y (—2) — 2/ (—x) + y(—x).
Posons t = —x alors
Ve eR, 2'(z)+z(z)+2(zx) =y"(t) +ty(t) + y(t) =1 car y solution de (E).
De plus 2(0) = y(—0) = y(0) = 0 et 2/(0) = —y/'(—0) = 0. Conclusion,

‘z est bien une solution de . ‘

(b) On a vu que z était une solution de (£]). Or ’énoncé nous assure que (E| admet une unique
solution. Donc par unicité, nécessairement z = y i.e.

Vo € R, y(z) = 2(z) = y(—x).

De plus y est définie sur R qui est centré en 0. Conclusion,

‘y est une fonction paire. ‘

Partie 2 : Une initiation a un raisonnement de série entiére, un an avant ’heure!
On fixe n e N, n > 2.

4. On a vu précédemment que y est de classe €% pour tout k € N. En particulier pour k = 2n, y
est de classe €™ sur R, intervalle contenant 0. Donc d’apres le cours, on en déduit que y admet un
développement limité d’ordre 2n en O :

2n
J(ag, - . ., az,) € R*TL y(x) = Z agr’ + o (z*").
k=0

z—0

Or on a également vu que y est paire donc

‘Vk‘ € [0;n —1], aggr1 = 0.‘
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5. On rappelle que par la formule de Taylor, puisque y est de classe 4?", on a pour tout k € [0; n],

®) (0
)

En particulier ag = y(0) et ay = @. Or puisque y est solution de , ap = y(0) = 0. De plus
y'(0) = 0 et en prenant x = 0 dans y”(z) + zy'(x) + y(z) = 1, on obtient

y"(0) +0+y(0) =y"(0) = 1.

11
0 :
Donc ap = ¥ 2( ) — % Conclusion,

1
ag =20 et a2:§'

6. Puisque y est €27, alors 3 est de classe €2"~! et 3" est de classe €>"~2 sur R. Ainsi ¥/ admet un
développement limité & ordre 2n — 1 en 0 et 3" a l'ordre 2n — 2 en 0, notons-le

2n—2
y"(x) =0 Z bpz® + o (w2"_2) .
k=0

Alors par primitivation du développement limité, car y” est continue au voisinage de 0 (car €2"~2),

2n—2 l‘k+1

+1

+o (:c2”*1) )

A nouveau, par primitivation du développement limité, car 3 est continue au voisinage de 0,

2n—2 k42

y(@) = y(O) +y Oz + Y by

0 = (]{7 T+ 1) (k) +72) +o (;I;2n) .

Posons k=k+2.Sik=0,k=2etsi k=2n—2,k=2n. Ainsi,
2n .CL‘k
— / - 2n
y(x) = y(0)+y (0)x+k§bk_2 -5 o)

Or y(z) = S apzt + o (332") Donc par unicité du développement limité,

b
Vk € [2:2n], (kiif)k: —a, =  Vke[0;2n—2], b= (k+1)(k+2)ap.
Ainsi,
2n—2
y"(x) o Z (k+1)(k+2) ak+2xk +0 (m2”_2) .
k=0
Et comme y'(0) =0,
/ K it 2n—1
y(az)xio;)(k+1)(k+2)ak+2k+1+o(a: )
2n—2
_ k+1 n—1
= kz::o (k+2) apqox™ " 40 (x*" 7).
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Posons k=k+1.Sik=0,k=1etsik=2n—2k=2n—1.Dou

2n—1 5
Y () = Z (l;: +1) a,gﬂxk +o (:ch*l) i

k=1

La variable de sommation étant muette,on conclut que

2n—1
Y () . Z (k+1)apqr12* +o (x2"_1) .
k=1

r—r

7. D’apres ’équation différentielle, on a
o /
1= yf/(@) + a9/ (x) + yle).

Par conséquent,

z—0

2 n—1
1= 3" (k+1)(k+2) agproz” + o (2> 7?) + ( 3 (k+ 1 agpzt +o (1,271—1)>

k=0 k=1
2n
+ > agz” + o (z7")
k=0
2n—2 om—1
= S ) (D aart o () 3 (b a0 (o)
k=0 k=1
2n—2
+ Z arz® 4+ o (m2n—2) )
k=0

Effectuons le glissement d’indice k& = k + 1 dans la somme du milieu :

2n—2 2n 2n—2
_ k 2n—2 k 2n k 2n—2
lx:OZ(k‘—l—l)(k‘+2)ak+2x +o(x )+Zk‘akx +o(x )—I—Zakaz + o0 (z*7%)
k=0 k=2 k=0
2n—2 2n—2
_ k k 2n—2
x:()?\a,z_/—i-ﬁ as x+ »_ (k+1)(k+2)apoz” + > kaga® + o (z*"?)
g 5 k=2 k=2
2n—2
k 2n—2
+ ag + a
Lot et ) a o (o)
2n—2
_ k 2n—2
x:01+kz:;[(k+1)(k+2)ak+2+kak+ak]x —|—0(:): )

Donc par unicité du développement limité, on a 1 = 1 puis pour tout k € [2; 2n — 2]

ay

(k+1)(k+2)agre + (K +1)ax Q12 )

cark+1#0, k+2#0.

Si k = 2p est pair, on sait que ag, = agy+2 = 0, on n’obtient rien de neuf. Si k =2p, p € [1;n -1,

1
ag2p4+2 = —magp.
Conclusion,
1
Vk e [l;n—1 = ——a9g.
[1;n I, agk+2 2k+2a2k
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8. Posons pour tout k € [1; n — 1],

2(k) : € agk = ~op )
Démontrons & (k) par récurrence.
Initialisation. Si k = 1 alors, d’apres la question
1 (=1’
G2k =02 =5 = o
Donc (1) est vraie.
Hérédité. Soit k € [1; n — 2]. Supposons & (k) vraie et montrons &(k +1). On a

1
A2(kt1) = A2k+2 = —magk d’apres la question précédente
= _Qk:+2(2k)k‘! par hypothese de récurrence
k+2
(=1

21k + 1)

Donc Z(k + 1) est aussi vraie.
Conclusion, pour tout k € [1; n — 1], & (k) est vraie.

Conclusion,

(—1)H!

Vk:G[[l,nfl]], G/Qk:Tk!

Partie 3 : Comment peut-on douter de la beauté des mathématiques ?

9. D’apres la question précédente, on en déduit que

n—1
_ 2k 2 2
y(z) =, 00+ kz:l agkz™ + agnx™™ + o (z°")

“L(_q)H -
_ 2n—2 _
=, z_: 21%' —i—o(ac” ) car ag =0

< ()
— 2n—2

k=1
Posons pour tout z € R, u(z) = _sz On a lim u(z) = 0. Et on a alors

z—0

{L‘*)O ;

2n 2)

2n72)

HMS\

On reconnait alors le développement limité en 0 de 1 —e“. Attention ! Rien ne nous dit que le o (xQ”_Z)

est exactement le méme que celui de 1 — e 1] Il ne doit donc pas disparaitre. Conclusion,

8
S

yz) = 1—e“® 4o (z*7?) = 1—e"

z—0 z—0

+o0 (x2”_2) .
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x2
10. On pose pour tout z € R, h(x) = 1 — e~ z. La fonction h est dérivable deux fois sur R comme

composée de fonctions deux fois dérivables. De plus

2 2 e 22

Vx € R, h(x) =ze 2 et W'(x) =e 7 4z (—z)e” T = (1—2%)e .
Par conséquent,
2 2 2

Vz € R, W'(z) +ab' (z) + h(z) = (1 —2®) e 7 +a’e 2 +1—e 2 = 1.

Enfin,
h(0)=1-e"=0 et  H(0)=0e"=0.

™)

x

Conclusion, |la fonction h =y : z+— 1 — e~ 2 est bien 'unique solution de .
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