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Correction du Devoir Maison 7
Suites, polyndmes, espaces vectoriels,
séries

Du lundi 04 mars

Probléeme I - Suites numériques

On définit la fonction f : R% — R par

92
vz e R”. f(x)zl x ix 111(9:).

Partie 1 : Carte d’identité de f

1. On sait par croissance comparée que lin% 2%In () = 0. Ainsi f admet une limite finie en 0 qui est
z—
>0

, 1
Yim f(z) = -
x>0

Donc

1
f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = 1

2. La fonction f est ¢! sur ]0; +00] en tant que somme et produit de fonctions usuelles &' sur 10; 400
et

2 2

Vr>0, o) = 2= 4xlz(l’) I +44:Bln (z)

FEtude en 0. Par croissance comparée, on constate que

1
. ! _ =
ilr%f (x) = 1
x>0

Donc

(i) f est continue sur [0; o0/,
(ii) de classe € sur ]0; +oo,

(iii) sa dérivée admet une limite finie en 0.

Donc d’apres le théoréme de prolongement de fonction de classe €, on en déduit que f est €' en 0
et

Conclusion,

f est €1 sur R,
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3. Méthode 1 par le tauz d’accroissement. Puisque 'on sait déja que f est €' sur R, on en déduit quef
est deux fois dérivable si et seulement si

o P = 7'0)
x—0 x—0
>0

existe dans R.

Pour tout > 0, on a

fllo) = fo) -2 1 9y 4 4ol (o)

B 2+41In(x) 1
z—0 - T 4x 4 2

Par conséquent

Donc f’ n’est pas dérivable en 0 (et admet méme une tangente verticale en ce point) i.e. f n’est pas
deux fois dérivable en 0.

Méthode 2 par le théoréme de prolongement de fonction de classe €. Posons g = f’ sur [0;+o0|. La
fonction g est ¢! sur ]0; +-00[ et pour tout x > 0,

, 1+ 2z +4xn(z) \ 2+4In(x) +4 3
O -

On constate que
lim ¢'(x) = .
lim g () = 400
>0

On en déduit directement (proposition III1.18 chapitre 14) que g n’est pas dérivable en 0 (et méme
admet une tangente verticale en ce point) i.e. f n’est pas deux fois dérivable en 0.

Conclusion,

‘ f n’est pas deux fois dérivable en 0. ‘

4. Avec les notations de la question précédente, on a vu que pour tout z > 0,

3

7'(@) = g'(a) = =5 ~ In(a).

Soit > 0. On a les équivalences suivantes :

3
2

3
f"(z) >0 & In(z) < 5 & x < e 2 par stricte croissance de la fonction exponentielle.

3
Donc [’ est strictement croissante sur }O; e_i[ et par continuité de f’ sur Ry (question , 1! est
3 3
strictement croissante sur [O;e_i] et de méme strictement décroissante sur [e_ﬁ; —1—00[. De plus, on

avuque f'(0) = —1 et Vo >0, f/(z) = —w. Donc

f’ (6_3/2) :_1+2e_3/2+4e_3/2 (—%) 1—48_3/2‘

et

. / _
e () = 00

Ainsi, on obtient le tableau de variation suivant :
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z 0 e 3/2 +00
f'(2) + 0 -
1—4¢=3/2
) !
f

1 —00

4e-3/

On observe alors que pour tout = > 0, f'(x) < —%

décroissante sur Ry et notamment sur [0;1]. Or, on a posé f(0) = 1 et on a f(1) =

On en déduit le tableau de variations suivant :

T 0 1
f'(x) -
1
1
f \
0
5. Par décroissance de la fonction f sur [0;1], on a
1
Vel fO)>f@)>f0) e 72 f@20
En particulier,
Ve e [0;1],  f(z) € [0;1].
d’autre part, on a
1+2+4In(1) 3
"M== -——-= -7 - _
Du tableau de variation de f’ de la question précédente on en déduit le suivant :
Z 0 e_3/2 1
_1-4e73/2
4
fl
_1 — T _3
1 1
Ainsi,
13 1—4e3/?
. ; D) < o < —
Vz € [0;1], mln( 1 4>\f(33)\ 1 <0
Donc
el |f@)] =~ < uin (s -3 )| =[-5] -
Y 47 4 4
Conclusion, on a montré que
, 3
e, f@elonl e [f@l<

® < 0. Donc la fonction f est strictement
1-1+2ln(1) _
——=0.
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6. Par ce qui précede, f est € sur [0;1]. Soit (z,y) € [0; 1]27 x # y. Alors,

o f est continue sur [z;y] (ou [y; z]),

o [ est dérivable sur |z;y[ (ou Jy;z[)

Donc par I'identité des accroissements finis,

3z € Jasy[ (ou Jy; ),
Donc
[f(@) = f)I < |f' ()] 1z =yl
Or z € ]z;y[ C [0;1]. Donc par la question précédente, |f'(2)] < %. Ainsi,
3
[f(@) = fl < e =yl
ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,
3
V(z,y) €01, [f(2) - fy)l < 1zl

Autrement dit

3
f est Z—lispchitzienne sur [0; 1].

7. Posons pour tout x € [0; 1],
h(z) = f(z) — .
On a vu que f est strictement décroissante sur [0; 1]. Puisque x +— —x est aussi strictement décroissante

sur [0;1], on en déduit que h est aussi strictement décroissante sur [0;1] comme somme de deux
fonctions strictement décroissantes. De plus h est continue sur [0;1] et h(0) = f(0) — 0 =1 > 0 et

h(1) = 0—1 < 0. Donc d’apres le corollaire du théoreme de la bijection, il existe un unique réel
¢ €]0; 1] tel que h (¢) =0 i.e.

Aeelol],  fO) =t

Partie 2 : Ce qui est implicite veut souvent tout dire
8. Soit n € N*. On a

o par la question [1.| f est continue sur [0; 1],
o par la question [4.|la fonction f est strictement décroissante sur [0; 1],
1 1 1

Donc par le théoréme de la bijection (ou corollaire du théoréme de la bijection),

1
* Jxy, 1 n) = —.
Vn € N*, 3z, € [0;1], f(zn) n
9. Soit n € N*. On a
ot
dn = 4(n+1)

Donc
f($n> > f(wn—l-l)'

Or z, € [0;1], zp4+1 € [0;1]. Donc par la stricte décroissance de f sur [0; 1], on en déduit que
T < Tp41-

Conclusion,

la suite (), cn- st strictement croissante.
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10.

11.

12.

13.

Par ce qui précede, (z),cn- est strictement croissante et majorée par 1 (car pour tout n € N*,
xn € [0;1]). Donc par le théoréme de convergence monotone,

(%n),en- coOnverge.

Notons « sa limite. Pour tout n € N*, 0 < 2, < 1 donc par passage a la limite, a € [0;1]. De plus,

pour tout n € N*,
1

Or la fonction f est continue sur [0;1] et o € [0;1]. Donc par caractérisation séquentielle de la
continuité de f en «, on a

imf () = [ (0)
Ainsi, par passage a la limite dans f (z,) = 2, on obtient,
f(a)=0 & f(a)=f(1).
La fonction f étant strictement décroissante sur [0; 1], elle est injective sur cet ensemble et donc

a=1.

Conclusion,

lim =z, =1.
n——+00

Par la question précédente, (x,),cy- ne converge pas vers 0. Donc E xy diverge grossierement.

neN*
Conclusion,

Z T, diverge.
neN*

Pour tout = > 0, posons h =z — 1i.e. £ =14 h. Des lors,

2
f(:v):f(1+h):1—(1+h)—2(1+h) In (14 )

4
Donc
—h—2(142h+h?) (h+o(h)) —h —2h+o(h) 3
Fa+h),=, 4 h—0 4 h—0 _Zh+0(h)'
Par conséquent, 5
1 ~ _Z
Fa+h) h—0 4h
ou encore
3
fa) ~ = =),
On pose pour tout n € N*, h,, =1 — z,. On sait que z, _>—+> 1 donc par la question précédente,
3 3
~ =@y —1) = Shy.
f<$n)nﬁ+oo 4( n ) 4hn

Or par construction de (zn,),cn+, f (2n) = . Ainsi,
1 3 L 1
4dn n—+oo 4 n

Conclusion,

n ~ .
n—+oo 3n
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14. On sait que >, - % = % Y nen= % diverge en tant que série harmonique (ou de Riemann d’exposant
a=1<2).O0r,

e par la question précédente, h, W %

e YneN* L >0

' 3n

Conclusion, par le théoreme des équivalents des séries a termes positifs,

Z h,, diverge.
neN*

Partie 3 : C’est en itérant encore et encore que ’on parvient au succes

On définit la suite (up),cy € RY par ug =0 et Vn € N, upy1 = f (uy).

15. On considére pour tout n € N la proposition Z(n) : « u, existe et u, € [0;1] ». Montrons par
récurrence que pour tout n € N, &(n) est vraie.

Initialisation. Si n = 0, alors par définition, ug existe et ug = 0 € [0; 1] donc & (0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons que & (n) est vraie. Alors w, existe et u, € [0;1]. Or f est définie
sur [0;1] donc u,y1 = f (uy) existe. De plus on a vu dans la question [5.| que pour tout z € [0;1],
f(x) € [0;1[. Par conséquent, on a aussi up+1 = f (up) € [0; 1[. Donc & (n 4 1) est vraie.

Conclusion. D’apres le principe de récurrence, on a donc bien montré que pour tout n € N & (n) est
vraie.

Donc

‘pour tout n € N, u,, existe et u, € [0;1]. ‘

16. Soit n € N. Par définition de u,+1 et puisque ¢ est un point fixe de f, on a

|un+1 - E’ = |f (un) - f(ﬂ)’ :
Or par la question [6.| f est %—lipschitzienne sur [0;1] et on sait que u, € [0;1] et £ € [0;1]. D’ou

3
[unt1 — 4| < 1|Un_£|-

Conclusion,

3
VTLGN, |un+1_€‘<1|un_é|

17. Pour tout n € N, on pose & (n) : « |u, — €] < (%)n |ug — €| ». Montrons par récurrence que pour tout
n €N, & (n) est vraie.

Initialisation. Si n = 0 alors 0
3
lug — €| < (4) luo — £ .

Donc & (0) est vraie.
Hérédité. Soit n € N. Supposons que & (n) est vraie i.e.

3 n
|up, — ] < (Z) lug — | .

Alors de la question précédente, on en déduit que

3 3 /3\" 3\t
a0 < =01 < 2 (2) o1 = (2)" o 11
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18.

19.

Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion. Par le principe de récurrence, on en déduit que pour tout n € N, & (n) est vraie.
On a donc montré que

3

Vn € N, 0§]un—€\§<1) lup — £] .

Or 3 € [0;1] donc
3 n
Jim (3) o —a o
Donc par le théoréme d’encadrement, on a

lim |u, — ¢ =0

n—-+o00
i.e.
lim wu, = /.
n—-+00
Conclusion,

la suite (uy),cyn converge et sa limite vaut £.

Pour tout n € N, on pose t, = u, — . On a vu dans la question précédente que pour tout n € N,

0< Jun— ] < (Z) o — €]

Or up =0 et £ € [0;1] donc |ug — £] = |¢] < 1. Ainsi,

3 n
Vn € N, 0<|un—€|<<1>

ou encore,

3n
Vn €N, 0<|tn|<<4> .

3\" 3\"
De plus, Z (Z) est une série géométrique de raison ¢ = % € ]—1;1[. Donc Z <Z> converge.
neN neN
Donc par le théoréme de comparaison des séries a termes positifs,

Z |tn| converge.
neN

Autrement dit Z t,, converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence. Conclu-

. neN
sion,

Z t, converge.
neN

On a vu dans la question précédente que

Vn € N, Oélun—ﬁ\g(fn .

On en déduit une majoration de I'erreur. Soit r > 0,

377,
lup, — € <r <« (4) ST

/23
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ie. (%)n < r est une condition suffisante pour que u, soit proche de £ & r-pres. Or

m 1
<i) <r & nln(i)éln(r} = n>£

Donc en prenant n > lllnn((rl)J, on sait que ¢ € [¢ — r;{ + r]. Voici donc un exemple de programme
3

Python retournant le valeur approchée de £ a une précision de r :

1 import numpy as np

2

3def mafonction(x):

4 if x==0:

5 y=1/4

6 else:

i y=(1-x-2*x**2*np.log(x))/4
8 return y

9

10 def DM8(r):
11 n=int(np.log(r)/np.log(3/4))

12 u=0

13 for i in range(n):
14 u=mafonction(u)
15 return u|

On obtient notamment pour 7 = 1072,

0,23134 — 107° < £ < 0,23134 4+ 107°.

Partie 4 : Diviser la suite, pour mieux régner

On n’utilisera pas dans cette partie les résultats de la partie
On pose la fonction g : [0;1[— R définie pour tout « € [0; 1] par g(xz) = f o f(x). On pose également les
suites (vn),eny €t (Wn),en PAT

vn € N, Up = U2p et Wy, = U2p41-

20. La fonction f est bien définie sur [0; 1] d’apres la question |1.} De plus, on a vu dans la question [5.| que
pour tout x € [0;1], f(z) € [0;1], notamment, pour tout x € [0;1[, f(z) € R4 et f étant bien définie
sur R4, on a donc f (f(x)) qui existe. Conclusion,

‘ g est bien définie sur [0; 1]. ‘

21. Puisque f est strictement décroissante sur [0; 1] (question 1)) et que f ([0;1[) C [0;1[, on en déduit que
g = fof est de monotonie opposée a celle de f i.e. est strictement croissante sur [0; 1[. Démontrons-le.
Soit (x,y) € [0;1[2 on a par stricte décroissance de f les équivalences suivantes :

r<y &  flx)>fly) car (z,y) € [0;1[?
& f(f@) < f(f(y) car (f(x), f(y)) € [0;1]
& g(z) < g(y).

Donc par définition,

‘ g est strictement décroissante sur [0; 1]. ‘

8/23
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22. Par définition des différentes suites, pour tout n € N

Unt1 = Uznt2 = [ (uant1) = f(f (u2n)) = g (u2n) = g (vn) -

de méme
Wn+1 = U2n+3 = ¢ (U2n+1) =g (wn) .

Or, on a vg = ug =0 et

> 0.

1 odqn(l) 34lp 0
R VT RN A €y R Sk LG R R LCTE RALLCY

4 4 B 4 16
Donc vy > vg. De plus, g est strictement croissante sur [0; 1] et (v,),cy est, en tant que sous-suite de

(tn),eny & valeurs dans [0;1[. On démontre donc par récurrence (bien siir!) que

la suite (vy,),cy est strictement croissante.

On peut raisonner de méme pour (wy,), - Sinon, par définition, pour tout n € N,
Wn = Uznt1 = f (uz2n) = f ().
D’apres la question précédente, pour tout n € N
Up < Upa1-
La suite (vp),c est & valeurs dans [0; 1] et f est strictement décroissante sur [0; 1. Donc,
(o) = f (ng1) ~ Wy 2 Wnil.

Conclusion,

la suite (wy,), cy est strictement décroissante.

23. Soit n € N. On a

[Vn1 = Wnir| = [ugnt2 — uonis| = [f (uant1) — f (uans2)] -
Or la fonction f est 3-lipschitzienne sur [0; 1] (question [6.) et la suite (uy,),,c est & valeurs dans [0; 1.
Donc

3 3
[Vn41 — Wot1] < 1 |u2nt1 — Uznt2| = 1 |f (u2n) — f (u2nt1)]-

A nouveau, puisque f est %-lipschitzienne,

| <23 - (3) - (%)
v —w - X = |ugy —u == |ugn, —u == |vn —wyl.
n+1 n+l| X 4 4 2n 2n+1 4 2n 2n+1 4 n n
Conclusion,
3 2
Vn € N, |Un4+1 — Wpt1| < (4) |Ur, — wp| -

24. Posons g = (%)2. De méme que dans la question on démontre par récurrence que

3
VneN,  |on —wnl < ¢"|vo —wo| = ¢" [ug —wa| = <4>

277,1
1
Or g € [0;1], donc

L
Jm ¢" |ug —ui] = 0.

Donc par encadrement,

ngrfoo |vn, — wyp| = 0.

Ainsi,

o/23
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e (Un),en €st croissante,
o (wn),ey est décroissante,

e lim v, —w,=0.
n—-+oo

Conclusion,

les suites (vy),cn €t (wn),, oy sont adjacentes.

25. Puisqu’elles sont adjacentes, on peut affirmer que les suites (v,), oy €t (wn),cn convergent vers une
limite commune notée c. La suite (vy),cy étant la suite des termes pairs de (un),cy et la suite
(Wn) ey €tant la suite des termes impairs de (uy), oy, et la limite de ces deux suites étant identique,
on en déduit d’une propriété du cours que la suite (u,),cy converge vers cette limite commune a.
Conclusion,

la suite (un),cy est convergente.

Probléeme II - Polynomes

On définit . ) )
Py=2 P=X+ 5 et VneN, Pyio= (X + 5) Poi1 — TGPH

L’objectif est de donner la factorisation des polynémes P,,. On ne demande pas de vérifier que la suite des
polynémes (P,), y est bien définie et de maniere unique.

Partie 1 : Il était une fois une famille de gnomes tres polis...

1. Pour n =0, on a

1 1 2 1 1
Lpo (e ) (e l) 2 xeixit Do L

PQ:(X+ )Pl 2 16 478 8

16

Pour n = 1, on obtient,

1 1 1 1 1 1
P3=<X+§>P2—EP1=<X+7) <X2+X—|—f>——<X+*>

8/ 16 2
XX+ x4 X2+ thi—iX—i
B 8 16 16 32
3 9 1
= X3 X2 X+ =
+ T Ty
Conclusion,
B=X’+X+L e P X3+3X2+3X+i
27 8 5 167 " 32

2. On pose pour tout n € N*, Z(n) : « deg (P,,) = n et le coefficient dominant de P, est 1 ». Procédons
par une récurrence double.

Initialisation. Sin =1, P, = X + %, on a bien deg (P;) = 1 et son coefficient dominant est 1. Donc
P (1) est vraie.

Sin =2, alors P, = X?+ X — 1 et donc deg (P,) = 2 et son coefficient dominant est 1. Donc 2(2)
est vraie.

Hérédité. Soit n € N*. Montrons que (Z(n) et Z(n+1)) = Z(n+2). Supposons #(n) et Z(n+1)
vraies et montrons que &?(n+2) est vraie. Par hypothéese de récurrence deg (P,,) = n et deg (Pp11) =

n + 1. Donc deg ((X + %) Pn+1) =n—+ 2 et deg (%Pn) =n < n+ 2. Ainsi,

1

1
deg( n+2) - deg ((X + 2) Pn-H -

10/23
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De plus le coefficient dominant de (X + %) Py — 1—16Pn est celui de (X + %) P,+1 et donc 1. Donc
P(n + 2) est vraie.

Conclusion, par récurrence double, on en déduit que pour tout n € N*, Z(n) est vraie.

Conclusion,

‘Vn e N*, deg(P,) =n et le coefficient dominant de P, est 1. ‘

. Sin = 0, on observe que —% est une racine de Poxor1 = X + % Posons pour tout n € N, #(n)

« —% est une racine de Pop41. »
Initialisation. On vient de voir que pour n = 0, —3 est une racine de Py. Donc (1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Alors —% est une racine de Py,11. Donc

1 1 1 1 1 1 1 1
P —Z)=(-Z242)P _Z)- =P —Z)=——P —Z)=o.
2””( 2) < 2+2) 2”“( 2) 16 2”“( 2) 16 2”“( 2) 0

Et donc par hypothese de récurrence, Poyt3 (—%) = 0. Donc & (n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N, & (n) est vraie.

Conclusion,

1
Pour tout n € N| 5 est une racine de Po,41.

Pour tout n € N, on a

1 1 Uptl W
2 = Pasa (0) = (04 3 ) Paia (0) = 1P (0) = M2 1.

Donc la suite (uy),cy est une suite récurrente linéaire d’ordre 2. Son équation caractéristique est

donnée par
2
2 T 1 <_1) _
r 2+16_0 4 =3 =0.

On observe alors que nous sommes en présence d’une racine double g = 4. Donc

IO p) €REL VneN,  u, = AZ‘”.
Cependant on a ug = Py(0) =2 et ug = P1(0) = % Ainsi
A=2 A=2
S i
Conclusion,
Vn € N, Uy = 4% = 2T171

Soient n € N et k € N*. Pour tout n € N, on a P, o = (X + %) Ppi1 — —116Pn. On en déduit que
(k)
k 1 1
Py = |(x+5) Pun] - 5P,

Par la formule de Leibniz,

p®) :zk: g <X+1>ip(k_i)_1p(k)
n+2 pard i 92 n+1 16 n
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Or (X + %)1 =X+ %, (X + %)l =1 et pour tout 7 > 2, (X + %)7’ = 0. Puisque k£ > 1, on en déduit

que
(k) _ LY po k=1 _ 1 pw
Pris = (X+2> Poii kB *Epfg ).
Conclusion,
(k) _ LY p k=1 _ 1 pw
P, = (X - 2) P+ kP - EP}L ),
Partie 2 : ... et sages comme des images. Ils élevaient des petits Or...

On considere la fonction
0:3] = R

b 6 ~— —cos? ()

et on pose pour tout n € N et tout 6 € [0; %],

6. Soit 0 € [0; g] On a
fi(0) =P (h(9)) = h(0)+%: — cos? (9)—1—%.

En linéarisant, on obtient
14 cos(20) N 1 cos (20)

f1(0) = 5 3= ">
Conclusion,
o _ cos(20)
7. Soit 0 € [0; g] De la méme facon, on a

f2 () = Py (h(0) = h(0)*+h(0)+ % par la question
= cos* () — cos® (A) + %
B <1+Cos(20))2  1+cos(26) L1
B 2 2 8
_ 1+42cos(20) +-cos” (26) 14cos(26) 1
B 4 2 8
24 4cos (26) + 2cos? (20) — 4 — 4 cos (26) + 1
B 8
~ 2cos?(20) — 1
B 8
_cos (40)
8

Conclusion,
o _cos (40)
Vo € [0?§]> f2(9)_ )
8. Soit 6 € [O; g] Posons pour tout n € N*,
. _ (="
P(n) : « fn(0) = 5n—1 €08 (2n0) . ».
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Initialisation. Sin = 0, on a g;b—lﬁcos (2n0) = 517 cos (0) = 2 = Py (h(0)) = fo(6). Donc 2(0) est
vraie.

Sin=1,ona % cos (2nf) = —Coséiw). Donc d’apres la question % cos (2n8) = f1 (6). Donc
(1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) et &(n + 1) vraies. Alors,

fn+2 (0) = Pn+2 (h (9))

= () + ) Past (1(0) — 1P (0(9))
= f1(0) fat1(0) — %fn (0)
_ _0052(20) Far1 (0) — Tlfifn (9) par la question

26) (—1)"* 1 (=1)"
= COSQ( ) (22nl21 cos ((2n +2)0) — 16(22“)1 cos (2n) par les hypotheses de récurrence.

Donc on obtient les équivalences suivantes :

(1"
Jni2 (0) = J2(n+2)—1 08 (2(n+2)6)
—1)" 20) (—1)" 1 1 (=)™
& (22n+)3 cos((2n+4)0) = —COSQ( ) (2%22_1 cos((2n+2)0) — 6 (22n_)1 cos (2nf)
o N o (2n+4)0) = c082(29) 227;271 cos ((2n+2)0) — 1—1(52?171 cos (2nd)
& cos ((2n 4+ 4)0) = 2cos (20) cos ((2n + 2) 0) — cos (2nd)
& cos ((2n+4)0) = cos ((2n 4+ 2) 0 + 20) + cos ((2n + 2) 0 — 20) — cos (2n6)

& cos ((2n+4)0) = cos ((2n +4) ) + cos (2nh) — cos (2nb)

La derniere assertion étant toujours vraie, on en déduit bien que

(_1)TL+2
frn+2(0) = 8= €08 (2(n+2)0).
Donc Z(n + 2) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N, &(n) est vraie.

Conclusion,

Vo e [O; g} ,VneN, f,(0) = (2%1)1 cos (2nd) .

9. Soit n € N. On observe que —1 = — cos? (0) = h (0). Donc

P, (_1) =P, (h(O)) = fn(o)

Par la question précédente,

10. Soit 0 € [0; g], on a

1 1
—cos® (A) = D) &= cos? (0) = B & cos (f) =+
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Or 0 € [0;%] donc cos(f) > 0 et donc cos (0) = g ce qui est vrai si et seulement si = 7§ (car

6 € [0;5]). Ainsi,
1
n(1)=3

Par suite, pour tout n € N, par la question [8] on a

o (1) = o (1 (5)) = () = G o () = gt = 52

Conclusion,
1 (="
VTLEN, PQTL <—§> = 2471—1.
Partie 3 : ...ils buvaient de ’eau et mangeaient des racines...

Dans cette partie, on fixe n € N*. Pour tout k € [0;n — 1], on pose
2k+1)m
Hk:(zm) et T‘k:h(ek).

11. Calculons : pour tout k € [0;n — 1], on a
Py (re) = P (h(6k)) = fn (0k) -

On observe que pour tout k € [0;n — 1], 0, = (2’2;1)” < (271;”1)” < 5 et O > 0 donc 0 € [0; %]
Ainsi, par la question [8.| pour tout k € [0;n — 1],

P, (ry) = (2;}_)1 cos (2nb) = (2;1121 cos <2n(2k Inl) ﬂ) = (2;}_)1 cos ((2k +1) g) =0.

Conclusion,

‘Pour tout k € [0;n — 1], rx est une racine de P,. ‘

12. La fonction h est dérivable sur [0; 5] et pour tout 6 € [0;5], b/ (#) = 2cos (0)sin (f). Or pour tout
0 € ]0; 5 [, R’ (8) > 0. Donc la fonction h est strictement croissante sur [0' ”]. De plus h est continue

P9
sur cet intervalle. Donc par le théoreme de la bijection,

h définie une bijection de [0; g} dans [h(O); h (g)} = [-1;0].

13. Soient (i, ) € [0;n — 1]? tel que r; = ;. Alors, h (6;) = h(6;). Or on vient de voir que h est bijective
et donc injective. Ainsi, §; = 6; ou encore
2i+)m 2+ 1)

in 4n < e

Conclusion, par contraposée

V(i) €0sn—10%,  (i#j) = (ri#ry).

14. Par les questions précédentes, on sait que pour tout k € [0;n — 1], r; est une racine de P, et ces
racines sont toutes distinctes deux a deux. Donc P, posséde n racines distinctes. Or par la question
deg (P,) = n. Donc P, possede exactement n racines et pas plus. Conclusion,

‘Pn ne possede pas d’autres racines que les r, k € [0;n — 1]. ‘

De plus son coefficient dominant vaut 1 donc sa factorisation est donné par

Pn::f[:(X—rk):ﬁ<X+cosz (W))

k=0

14/23
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15. Par une relation racines-coefficients, (ou en évaluant en 0) on a
n—1
II7=(1)"P.(0).
k=0

Donc par la question

n—1 n
[[re=ED"P(0) = (1) up = (;21
k=0 :

Partie 4 : ...bref tout Rolleait pour eux!

Soit n € N, n > 2. On note P, la fonction polynomiale associée a P,.

16. (a) Procédons par I’absurde et supposons que P, change de signe sur R, . Alors il existe (a, §) € R2
a # f3 tel que P, (a) et P, (B) soient de signes contraires. Or P, est continue sur R, en tant que
fonction polynomiale. Donc par le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe ¢ € Ja; [ C R
(ou |3; af) tel que P,(c) = 0. Donc ¢ est une racine de Py, il existe k € [0;n — 1] tel que ¢ = ry.
Donc

c=rr,=h(0) €h ([O; gD C [-1;0] d’apres [12]

Or ¢ € Jo; B[ € R% . Contradiction. Conclusion,

P, est de signe constant sur R .

(b) Par la question P,(0) = u, = 22,%1 > 0. Comme P, est de signe constant sur R, on en
déduit que

P, est strictement positive sur R;.

17. On suppose n > 2. La fonction P, est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale. Pour tout
k € [0;n — 2], on remarque que 6y < 01 et donc par la stricte croissance de h, on a 1y = h (0) <
h(0x11) = 7Tpe1. La fonction P, est continue sur [rg;r4q], dérivable sur |ry : rpp1] et Py, (rp) =
Py, (rg41). Donc d’apres le théoréme de Rolle, il existe ¢ € Jrg : 7ry1] tel que B, (cx) = 0. Donc ¢,
est une racine de B,’. Or on a déja vu que pour tout k € [0;n — 1], rp = h (6;) € h ([0;3]) € [-1;0]
et on a

—1<rp<g<rmn<a<re< --<cp1<rp1<0.

En particulier les ¢ sont tous distincts et dans [—1;0]. Conclusion,

B, admet n — 1 racines distinctes dans [—1;0].

Probleme III - Espace Vectoriel

Pour E un sous-espace vectoriel de R[X], on pose FF'={P € E | P(0) = P(1) = 0gr }.
Partie 1 : La base, c’est s’adapter.

On suppose dans cette partie que E = Ry4[X] et on pose Z = (1, X, X (X —1),X*(X — 1), X? (X —1)).

1. Par le cours, on sait que

Bean = (1,X,X2,X3,X4) est la base canonique de E = Ry[X].

2. Montrons que F' est un sous-espace vectoriel de . On a

15 /23



C
o
e Mathématiques PTSI, DM7 Cor 2023/2024

e I' C FE par définition.
o Si P = O[x), alors en particulier, P(0) = P(1) = Og. Donc Og(x) € F.

o Soient (A, 1) € R? et (P,Q) € F2. Posons R = A P + uQ. Puisque P € F, on a P(0) = P(1) = 0.
De méme @) € F donc Q(0) = Q(1) = 0. Ainsi,

R(0) =AP(0) +uQ0)=0 et R(1)=AP(1)+uQ(l) =
Donc R € F et F est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

’F est un sous-espace vectoriel de E. ‘

3. Méthode 1. Soit P = ag + a1 X + a2 X? + a3 X? + a4 X* € R4[X]. On a les équivalences suivantes :

P € Vect (%)
& 3(z,y,2,t,u) ERY, P=a+yX +2X (X —1) +tX3 (X — 1) +uX3(X - 1)
& I(z,y,z,t,u) ERS, P=x+(y—2) X+ (z —t) X* + (t —u) X3 + uX?
ag =1
a1 =y—=z
& (z,y,z,t,u) €R, {ag =2 —t par unicité des coefficients d’un polynome
az=1t—u
as =u
T = ag
y=a1+z=a1+a2+az+ a4
& I(z,y,2,t,u) ER®, { 2 =ag+t =as +as+ as Pexistence est toujours vraie.
t=a3+u=ua3+aq
(u = a4

Donc pour tout P € Ry[X], P € Vect (£) et donc Ry[X] C Vect (#) et réciproquement puisque la
famille # est une famille de vecteurs de R4[X], on a Vect (%) C R4[X]. Donc

Vect (#) = Ry4[X].

Méthode 2. Les opérations élémentaires ne modifient pas l'espace engendré. On a donc les égalités

suivantes :
Vect (#) = Vect (1, X, X (X —1),X*(X — 1), X (X — 1))

= Vect (1, X, X* - X, X? - X* X' - X?)
= Vect (1, X, X?, X* — X? X* - X?) C3 + C3 4 Cy
= Vect (1 XX2 X3 X4 - XS) Cy <+ Cy+Cs
= Vect (1, X, X2, X3, X1) Cs + C5 +Cy
= Ry[X] car on reconnait la base canonique de Ry[X].

Conclusion,

’95 est génératrice de F. ‘

4. Montrons que 4 est une base de E. On sait déja par la question précédente que A est génératrice
dans F. De plus, % est une famille de polyndémes de degrés distincts. Donc £ est libre. Conclusion,

‘% est une base de E.

16 /23]
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5. Soit Bp = (X (X —1),X?(X —1),X3(X —1)). On observe les points suivants :

o A est une sous-famille de A. Or A est libre, donc L est libre.

o Montrons que #r engendre F i.e. Vect (#Br) = F. Soit P € E. On a les équivalences suivantes :

PeF & F0)=F(1)=0
& 0 et 1 sont des racines distinctes de P
& X (X —1) divise P
& IQeRX], P=X(X-1)Q.

Or deg (P) < 4 donc deg (Q) < 2. Ainsi,
PeF &  3QeRyX], P=X(X-1Q
J(a,b,c) €R?, P=X(X—1)(aX?>+bX +c)

J(a,b,c) €ER®, P=aX3(X —1)+bX*(X —1)+cX (X —1)
P € Vect (Br) .

Tt o3

Donc on a bien F' = Vect (#Fr) et Br est génératrice dans F'.

Conclusion,

‘%’F est une base de F‘

6. Posons #; = (1, X). On sait que % est la base canonique de R;[X]. On a donc les points suivants :

o % est une base de R;[X],
e Ar est une base de F',
o de plus, (%1, Br) = A, donc est une base de E.

Conclusion, par le théoreme de la base adaptée,

[Ri[X]® F =E.|

Partie 2 : La division unifie le tout!

Pour E un sous-espace vectoriel de R[X], on pose FF ={P € E | P(0) = P(1) =0 }.

7. Montrons que F et R;[X] sont en somme directe. Montrons que FFNR;[X] = {0g}. Soit P € FNR;[X].
Alors, P € Ry[X] i.e. deg(P) < 1. Or P € F donc 0 et 1 sont racines de P. Donc P admet deux
racines distincts ce qui est davantage que son degré donc nécessairement P = O[y]. Ainsi,

FNRy[X] C {0g}.

Réciproquement, F' et R;[X] sont des sous-espaces vectoriels de E donc O € F et Op € Ri[X] et
donc {Og} € FNR;[X]. D’ou

Conclusion,

‘F et R;[X] sont en somme directe. ‘

17/23]



C
o
e Mathématiques PTSI, DM7 Cor 2023/2024

8. Soit P € E. Par le théoréme de la division euclidienne, il existe (Q, R) € R[X]? tel que
P=X(X-1)Q+R et deg (R) < deg(X (X —1)) =2.

Donc deg (R) < 1 i.e. R € Ry[X]. Donc il existe (a,b) € R? tel que R = aX + b. En évaluant en 0 et
1,0on a

{P(O) =0+ R(0)=1b - {b = P(0)
P1)=04+R(1)=a+b a=P(1)—b= P(1) — P(0)

Conclusion, le reste R de la division euclidienne de P par X (X — 1) est donné par

|R=(P(1) - P(0)) X + P(0).|

9. Montrons que F' et R;[X] sont supplémentaires dans R[X]. Il nous don démontrer les deux points
suivants :

(i) F et Ri[X] sont en somme directe,
(ii) F+Ry[X]=FE.

Le point (4) est vrai par la question[7]Montrons le point (iz). Puisque F' et R1[X] sont des sous-espaces
vectoriels de E, on a F'+R;[X]| C E. Montrons l'inclusion réciproque. Soit P € R[X]. Par la question
précédente, il existe (@, R) € R[X] x R;1[X] tel que

P=X(X-1)Q+R.
Posons Pr = X (X —1)Q et P, = R. Alors,

. PF(O):PF(l):O. Donc Pr € F,
o P, = R € Ry[X] d’apres la question précédente,
e P+ P =P.

D'ou, P € F + Ry[X]. Ceci étant vrai pour P € R[X] quelconque, on en déduit que
ECF+R[X].

Donc
E =F+Ry[X].

Conclusion, par (i) et (i), on en déduit que

‘F et R;[X] sont supplémentaires dans F i.e. F @R[ X]| = E. ‘

NB1 : ce résultat généralise celui de la partie précédente car nous l'avons fait dans R[X| mais on peut
appliquer exactement le méme raisonnement dans R, [X].

NB2 : le théoréme de la division euclidienne garantissant également ['unicité, il était possible de
Vutiliser aussi pour montrer que F et Ri[X] étaient en somme directe en revenant a la définition du
caractére directe (et non la propriété avec lintersection).

Probléeme IV - Séries numériques

On fixe dans tout ce probleme N € N*. Dans % (R,R) I’ensemble des fonctions continues de R dans R, on
considére pour tout p € [0; NJ,

fr: R—=R

z— xPe ™.

18/]23]
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Partie 1 : Riemann part se promener en pleine nature...

. Donc pour tout n € N, fo(n) = e™"
T e

d'une série géométrique de raison e~ € ]—1;1[. Donc
donnée par

et on reconnait le terme général
Z fo(n) converge | et sa somme totale est
neN
+oo
1 e

Z fo(k) = -1 :

P 1—e e—1
2. Soit p € [0; N]. On observe que

n’f,(n) =n*nfe ™ =nftle™ — 0

Donc il existe ng € N* tel que

par croissance comparée.
n—-+00
2 ].
Vn > mng, nfp(n) <1 < fp(n) < 3
De plus, pour tout n € N, f,(n) > 0. Ainsi,

Vn > no,

n2’
neN* n

La série E — converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Donc par le théoreme
de comparaison des séries a termes positifs,

Z fp (n) converge.

neN

3. Soit x € R. Puisque n+x ~ n, par élévation a la puissance p (qui est fixée!) on en déduit que
n o
fy(n+2) = (n+ @) e~ +)

~

po—n—T _ —x
ar e e " fp(n).
De plus, pour tout n € N, on a fy(n) =nPe™"™ > 0 et donc e™ f,(n) > 0. D’apres la question précé-
dente, Z fp(n) converge et donc Z e " fp(n) également. Conclusion, par le théoreme des équivalents
neN neN
des séries a termes positifs,
Z fp(n+z) converge.
neN
4. Pour tout n € N*, on a
1
1 ) e n
w(5)=
1 .1
Oren — lie. e n
n—-+o00

~

1. Donc
n—-+4o0o

b5 i

n—-+oo NP ’

De plus pour tout n € N*, %, > 0. Donc par le théoreme des équivalents des séries & termes positifs,
1 1
les séries E (> et E — sont de méme nature.
neN fp n L

neN*
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1
o Premier cas, si p € {0;1}. Alors Z - diverge en tant que série de Riemann d’exposant p < 1.
neN*

1
Dans ce cas, Z Ip <> diverge.
n

neN

1
e Second cas, si p > 2. Alors Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant p > 1 et
neN*

1
dans ce cas, Z fp <*> converge.
n

neN
Conclusion,
diverge si p € {0;1}
> hl- .
el converge si p > 2.
Partie 2 : ...la géométrique le suit pour ne pas étre en reste...

On suppose p = 1.

5. Soit m € N. Par le glissement d’indice k& = k 4 1, on obtient

S filk)=> ke*
k=0 k=0

m+1
=3 (et
m+1 m+1

= Z ke Fe— Ze_(k_l)
k=1
((m+1 m1+2f1 )—Ze_k.
k=0

Par conséquent,

m m m m
Zfl —erl =(m+1)e” Ze_k & (1—e)2f1(k‘):(m+1)e_m—Ze_k.
k=0 k=0 k=0 k=0
Or 37" ;e ¥ est une somme géométrique de raison e~ # 1 donc 37" je F = % Ainsi,

B 1 — g—(m+1)
 l—e(m¥D) (m+1)e ™
(e—1)(1—e1) e—1
Conclusion,
i 1—e M) (m41)e™
Z fi(k) =e 7 ( )
=0 (e —1) e—1
1 — e—(m+1) e
6. Par croissance comparée lim (m+1)e”"™ = 0 et on a également lim e 5— = 5
m——+o0 m——+o0 (e _1) (e _1)

Donc Z fi1(n) converge et par passage a la limite dans la question précédente quand m — +o0, on

neN
en déduit directement que
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7. Soit n € N. Puisque la série Z fi(n) converge, ‘son reste d’ordre n est bien déﬁni‘ de plus,
neN

400 400 n
Y. hk)y =2 fik) = fi(k).
k=0 k=0

k=n+1
Donc par les deux questions précédentes, on en déduit que
Z fl( ) - 7 — ¢ 2 + e—1
k=n+1 (6—1) (6—1)
e " (n+1)e™
5 +
(e—1) e—1

Conclusion,

—n

= ne
> Alk) ~

0 —-
e n—+oco e—1

Partie 3 : ...heureusement les intégrales viennent encadrer tout ca.

On suppose p = 2.

8. Soient (a,b) € R%. Posons

et
Vi 0, u(t) =—e
v(t) =12
Les fonctions u et v sont €' sur R et
/t _ At
V>0, v(t)
V'(t) =2t

Donc par intégration par parties,

b B b b
/ t2etdt = [—t2 e_t] =b_ / (— e ! 2t) dt =a?e @ —b2e P+ / 2t et dt.
a a a

t=a

On repose alors Vt > 0, u(t) = —e~t et v(t) = 2t. Les fonctions u et v sont € et pour tout ¢t > 0,

b _ b -
/ 2te ' dt = [—2te"] :Z - / —2e7tdt =20 —2beb — [2e77] E;Z =2ae % —2be’ —2e7" 42e7°,
a a

Ainsi,
b
/ e tdt =a?e ®—b2e " +2ae % —2be’ —2e 0 4277,
a

Conclusion,

b
/ t2etdt = (a2+2a—|—2)e_“—(b2+2b+2)e_b.

9. Pour tout ¢ > 0, on a fa(t) = t2e~'. La fonction fs est dérivable sur R, et pour tout ¢ > 0,
fot)=2tet —t?2et = (2 —t)te L.

Par conséquent, pour t € Ry, ona f4(t) >0 & 2—t >0 < t < 2. Deplus, fo(0) =0, f2(2) = 4e2
et enfin par croissance comparée

lim fg(t) = 0.

t—+o00

Conclusion,
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4e 2
f2 / \
0 0

Soit n =2 et m = n+ 1. Soit k € [n+ 1;m], alors [k — 1; k] C [2;400]. Donc fa est décroissante sur
[k — 1; k] et donc pour tout t € [k — 1;k], on a

fa(t) = fa(E).
Donc en intégrant entre k — 1 et k et par croissance de I'intégrale,
k k
fo(t)dt > / fa(k)dt = fa(k).
k-1 k-1
De méme, fo est décroissante sur [k; k + 1] et donc Vt € [k; k + 1], fa(t) < fa(k). Ainsi,
k+1 k
[ pwa<pm< [ pod
k k—1
En sommant pour k entre n + 1 et m, on obtient que

m

/m+1f2(t)dt< i f2(k)</ fo(t) dt

n+1 k=n-+1 n

Donc d’apres la question [8., en posant pour tout x > 0, g(z) = (x2 + 22 + 2) e~ ", on obtient que

g+ —gm+1)< 3 falk) < g(n) — glm).
k=n-+1

Puisque Z fa(n) converge d’apres la question on en déduit que R,, est bien défini pour tout n € N.

neN
Par croissance comparee,

lim g(m)= lim (m2 +2m+2)e”™ =0.

m—-+o00o m——+00
Donc par passage a la limite dans I'inégalité de la question précédente, on obtient que
g(n+1) < Ry < g(n).

D’une part, on a donc
R, < (n*+2n+42)e " <nPe "

Donc en prenant A =1 (indépendant de n), on obtient que
Vn € N, R, < Ane™™.
D’autre part,

((n+ D2+2(n+1)+ 2) e = (n2 +4n +5) ele™ ~ elnZe™m.

Donc
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—1 .
Donc en prenant ¢ = %~ il existe ng € N* tel que pour tout n > no,

1
e_l—eé%ée_u—s.
n“e

Donc
el - gn+1)

2 T p2en’

. . _1 ’ . .
Ainsi, en prenant a = %~ > 0, on en déduit bien que pour tout n > no,

an’e " < g(n+1) < R,.

Conclusion, pour a = % > 0et A=1, il existe ng € N* tel que pour tout n > ny,

an’e™™ < R, < An%e ™. ‘
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