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Correction du Devoir Maison 9
Dénombrement, applications linéaires,
intégration

Du mardi 30 avril

Probléme I - Dénombrement

Le perroquet du capitaine Haddock possede un nombre limité de mots
dans son vocabulaire que 1’on range en deux catégories : n mots de la vie
courante tels que

« dring » « allo » « caramba »
et m mots du capitaine telles que

« mille-sabords » « tonnerre » « boit-sans-soif »

SILENCE QUAND JE
PARLE,MILLE M/LL/ONS
DE MILLE SABORDS !!

« ectoplasme » « moule-a-gauffre » « bachi-bouzouk »

On suppose que chaque phrase du perroquet contient p mots (éventuellement plusieurs fois le méme) avec
2<ps<m+n-—1.

1. Construire une phrase du perroquet revient a faire un tirage successif, avec remise, de p mots parmi les

n -+ m mots possibles de son vocabulaire (qu’ils soient de la vie courante ou du capitaine). Autrement
on construit un p-uplet d’éléments d’un ensemble de cardinal n. Conclusion,

le perroquet peut prononcer (n + m)? phrases différentes. ‘

Pour que les p mots soient différents, il faut et il suffit de faire un tirage successif sans remise de p
mots parmi les n + m de son vocabulaire. Il s’agit d’un arrangement :

(n+m)!

m phrases avec p mots différents.

Iy adonc AY =

Meéthode 1. Pour construire une phrase de p mots dont exactement p — 1 sont différents, il faut
exactement deux mots identiques dans la phrase. On choisit le mot qui sera répété, on en prend donc
1 parmi les n +m : n +m choix possibles (("tm) ou AL, ou (n+ m)l) Ensuite, il nous faut placer
ces deux mots dans la phrase, on choisit donc deux places parmi les p possibles. Attention puisque
les deux mots ainsi placés sont identiques I'ordre de I'un par rapport a ’autre ne compte pas. Donc
le choix des deux places est un tirage simultané : (g) choix. Ensuite, on choisit les p — 2 autres mots
tous distincts parmi les n + m — 1 mots restant que 'on range dans les p — 2 places restantes. Cela
constitue donc un arrangement de p — 2 parmi n+m — 1 : An tm_1 (ou de facon équivalente d’une
combinaison de p — 2 parmi n + m — 1 pour le tirage des mots puis d’une permutation de ces p — 2

mots : ("+m 1) x (p—2)!). On obtient alors au total
p! (n+m—1)! p(p—1) (n +m)!
AP = = .

("+m)x(2>x rm =) S T e m T —p 1 2 2 (ntm-—p+1)
Conclusion,

-1 !

Ilya plp—1) (n+m) phrases avec exactement p — 1 mots distincts.
2 (n+m-p+1)!
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Méthode 2. On choisit les p — 1 mots qui constitueront notre phrases : (T;:T) choix possibles. Parmi

ces p — 1 mots, on en choisit un qui sera répété une seconde fois : p — 1 choix possibles. On choisit
les places de nos deux mots identiques : (g) choix possibles puis I'on range les autres mots dans les

dernie¢res places disponibles Ag:g = (p — 2)! choix. Au total, on retrouve

(Zf_@ A (g) )= (p—1)!EZi:)!—p+1>! X(p_l)xm@pl—?)! o

(n+m)!  p(p—1)
C(ntm—p+1)! 2

Conclusion,

-1 n+m)! isti
p(p ) ( ) ' phrases avec exactement p — 1 mots distincts.

Ilya
Y 2 (n+m-p+1)

. Soit A I'ensemble des phrases avec au plus p — 2 mots différents. Notons A,, respectivement A,_;.
I’ensemble des phrases avec exactement p, respectivement p — 1, mots différents. On observe que

A= Ap L Apfl.
Donc, en notant E ’ensemble de toutes les phrases du perroquet, on a

Card (A) = Card (E) — Card (4)
= Card (E) — Card (A,) — Card (Ap—1) car I'union est disjointe
(n+m)!  p(p-1) (n+m)!

:(n+m)p_(n+m—p)! 2 (n+m—p+1)!
B p_ (n+m)! B p(p—1)
= (n+m) (n+m —p)! (1 2(n+m—p+1))'

Conclusion,

_ p_ _(ntm)! p(p—1)
Card (4) = (n+m)" = (n+m —p)! (1_ 2(n+m—p+1)>'

. Notons B l'’ensemble des phrases avec au moins un mot de la vie courante et au moins un mot du
capitaine Haddock. Alors B est ’ensemble des phrases avec aucun mot de la vie courante ou aucun
mot du capitaine. Notons B; I'ensemble des phrases avec uniquement des mots de la vie courante et
By I’ensemble des phrases avec uniquement des mots du capitaine. On a

EzBluBQ.

Or pour construire un élément de B, il suffit de tirer successivement avec remise p mots dans 1’en-
semble des n mots de la vie courante :

Card (B1) = n”.
De méme Card (B2) = mP. D’ou,

Card (B) = Card (E) — Card (B)
= Card (E) — Card (By) — Card (B2) car I'union est disjointe

= (n+m)’ —nP —mP.

Conclusion,

‘Card(B) = (n—l—m)p—np—mp.‘
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6. Soit k € [0;p]. On choisit les k places des mots de la vie courante : (7;:) choix. Ensuite, on place
successivement et avec remise k£ mots de la vie courante parmi les n possibles dans ces k places
prévues : n® choix. Enfin, sur leurs places, on tire successivement et avec remise les n — k mots du
capitaine parmi les m possibles : m”~%. Au total :

(Z) nFmnk phrases avec k mots de la vie courante et p — k mots du capitaine Haddock.

On suppose dans la suite que m = 1 : le perroquet n’utilise qu’une seule expression du capitaine, « mille-
sabords », et que toutes les autres expressions proviennent de la vie courante.

7. Soit k € [[0;p]. On choisit les k places occupées par le mot « mille-sabords » parmi les p possibles. Le
tirage est simultané car 1’ordre ne compte pas (on place le méme mot). Donc (ZZ) choix possibles. Puis
on construit une phrase de p — k mots parmi les n mots de la vie courante. Cela constitue un tirage
successif, avec remise de p — k mots parmi les n de la vie courante : n?~* choix. Au total :

(Z) nP~F phrases avec exactement k apparitions du mot « mille-sabords ».

8. Notons C' l’ensemble des phrases du perroquet n’utilisant que le mot « mille-sabords » et les mots
de la vie courante. Notons pour tout k € [0;p], Cr 'ensemble des phrases contenant exactement k
apparition du mot « mille-sabords ». On observe que

C= |_| Ch.
ke[0;p]

(les Cy forment une partition de C). Puisque I'union est disjointe, on obtient
P
Card (C) = Z Card (Cy) .
k=0

Or par la question précédente, pour tout k € [0;p], Card (Cy) = (g)np*k. De plus, pour construire
une phrase avec « mille-sabords » et des mots de la vie courante, il suffit de tirer successivement et
avec remise p mots parmi ’ensemble des mots de la vie courante auquel on a adjoint « mille-sabords »
donc un ensemble & n + 1 éléments. On construit donc un p-uplet dans un ensemble de cardinal n :

Card (C') = (n+ 1)

Conclusion,

(n+1)P = zp: (z)np_k.

k=0

Vérification, on reconnait un binéme de Newton :
(P ~(p
Z nPF = Z 1*nP=k = (1 4+ n)P.
k k
k=0 k=0
Donc on retrouve bien ce résultat par un calcul direct :

f: (i) nPF = (n+1)P.

k=0

11 est fort ce perroquet.
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Probleme II - Algebre linéaire

Soient E, F' et G trois espaces vectoriels de dimension finie. On considére u € .Z (E, F), et v € £ (E,G).
Le but de ce probléme est de démontrer I’équivalence suivante :

Ker (u) C Ker (v) & Jwe Z(F,G), v=wou.
Partie 1 : L’attaque des morphismes aplatisseurs!
On confond dans cette partie R3 avec .#31 (R) et R? avec #41 (R).
Soient
a=(55 D)« (T 52

Posons pour tout X € R3, on pose u(X) = AX et v(X) = BX.

1. o Soit X =R3 = #;; (R). Puisque A € #53 (R) alors AX existe et AX € .#>1 (R) = R% Donc
u est bien définie sur R3 et & valeurs dans R2.

o Soient (A, pu) € R? et (X,Y) € (R?’)Q. On a les égalités entre vecteurs de R? suivantes :

UAX +pY)=AANX 4+ uY)=XAX + pAY = Au(X) + pu (V).

Donc u est linéaire.

Conclusion,

On admet que v € . (R3,R2).

ue? (R3,R2) .

x
2. Soit X = | y | € R%. On a les équivalences suivantes :
z
X € Ker (u) & u(X) = Op2
- (2 -1 —1) o
—1 2 1) \Y TR
z
2x—y—z}
< {—$+2y—z = Oge
QU —y— 2 =
o xT—y—z
—r+2y—z=
Oy — =
54 {!T—i_ y—z L1+ Lo
2t —y—z =
_ Wy — 7 —
= vy Ly« Ly+ 2L,
3y—32=0
o {x y—z=2z2—2=2z
Yy==z
z
~ u= |z
z
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Ainsi,
1
Ker (u) = Vect 1
1
1
Posons %4, = 1 . Alors %, engendre Ker (u). De plus, % est libre car composée d'un seul
1
vecteur non nul. Conclusion,
1
P = 1 est une base de Ker (u).
1

3. Par la question précédente, dim (Ker (u)) = Card (%#;) = 1. Donc puisque dim (R3) = 3 < o0, par
le théoreme du rang,
rg (u) = dim (Rg) —dim (Ker (u)) =3 —-1=2.

Ainsi,
En particulier,

dim (Im (u)) =rg(u) = 2 = dim (]RQ) .
Or par définition de u, Im (u) C R2. Donc,

Im (u) = R?.
Conclusion,
u est surjective dans R.
0 0
4. Posons %y = 11,10 et G = Vect (%). Donc Hy engendre G. De plus Ay est libre en tant
0 1

que sous-famille de la base canonique. Donc % est une base de G. De plus, par ce qui précede, %
est une base de Ker (u). Posons %3 = (%1, %2). Montrons que %3 est une base de R3.

1 0 0
o Soit (a,b,c) €ER3 tel que a |1| +b |[1]| + ¢ |0| = Ogs. Alors,
1 0 1
a=20
a+b=0 & a=b=c=0.
a+c=0

Donc %5 est libre.
e De plus Card (#3) = 3 = dim (R?).

Donc %3 est une base de R3. On a donc les points suivants :

o % est une base de Ker (u),
o %, est une base de G,
o B = (A, %) est une base de R3.



Mathématiques PTSI, DM9 Cor 2023/2024

Conclusion, par le théoréeme de la base adaptée,

0 1

0 0
G = Vect {1} , {0] est un supplémentaire de Ker (u).

0 0]
, {1} , {0 est une base de R3. Donc

i v (1.1 [2])

On observe que C; = —3C5 et C3 = —2(5. Conclusion,

Tm (v) = Vect (BD .

T
D’autre part, soit X = {y] €R3. Ona

z

X € Ker (v) & v(X) = Ope
o (L)) -0
6 —2 -4/ 7] \o

—3z+y+22=0
=
6r — 2y —4z=0

= —3r+y+22=0 Lo+ Lo+ 214
& y=3x — 2z
& X =

x 1 0
3z —2z| =z |3 +y|—-2].
z 0 1

Conclusion,
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Pour C = (a
c

Posons %, = (B} ) La famille %, engendre Im (v) et est libre car composée d’un seul vecteur non

nul. Donc %, base de Im (v). D’ou

dim (Im (v)) = Card (%) = 1.

1 0
D’autre part, posons A5 = 3, -2 . La famille %5 engendre Ker (v) et est libre car composée
0 1

de deux vecteurs non colinéaires. Donc %5 base de Ker (v). D’ot,
dim (Ker (v)) = Card (%5) = 2.

Ainsi,
dim (Im (v)) 4 dim (Ker (v)) = 1+ 2 = 3 = dim (bbR?),

ce qui est bien cohérent avec le théoreme du rang. ‘

. Montrons que Ker (u) C Ker (v). Soit X € Ker (u). Par la question [2.| il existe A € R tel que X =
1 A

A [1] = | A|. Calculons alors I'image de X par v :
1 A

v@X):z$¥::<_3 1 2)

_[—3A+A+2A
6 -2 —4 B

6A—2A—4A}:OW'

> > >

Donc X € Ker (v). Ceci étant vrai pour X € Ker (u) quelconque, on en déduit que

’Ker (u) C Ker (v) . ‘

b

d) € > (R) on définit w € & (R?) par w : X — CX.
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7. On a les équivalences suivantes :
-3 1 2 a b 2 -1 -1
B=0A < (6 ~2 —4)_<c d><—1 2 —1)
N (—3 1 2)_(2@—1) —a+2b —a—b)
6 -2 —-4) \2c—d —c+2d —c—d
2a —b= -3
—a+2b=
—a—b=2
=
2c—d =
—c+2d= -2
—c—d=-4
—a+2b=
2a —b=-3
—a—b= L1HL2
=
—c+2d = -2 Ly <> Ls
2c—d=
—c—d=-4
—a+2b=
3b=—1 Lo <+ Lo+2Lq
o -3b=1 Ly <+ L3— 14
—c+2d = -2 Ly<+ Ly+2L3
\—3d:—2
a=2b—1=-2/3—-1=-5/3
b=-1/3
=
c=2d+2=4/3+2=10/3
d=2/3
Conclusion,
IC e 4> (R), B=CA donnéeparC—1<_5 _1>.
’ 3\10 2
Vérification,
1 /-5 -1 2 -1 -1 1/-9 3 6 -3 1 2
p—— = — prm— = I
cA 3(10 2)(—1 2 —1> 3<18 —6 —12> (6 -2 —4> B OK:

8. Soit X € R3. On a les égalités dans R? suivantes :

wou(X)=W(AX) =

Donc

Conclusion,

C(AX) = CAX = BX
VX eR3, wou(X)=v(X).

par la question précédente.
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Partie 2 : Deux chemins qui ne ménent a R; (c’est déja quelque chose)

Soit n > 2. On pose E = R, [X] et on définit

9.

10.

u o Ry[X] — Ry [X]
P— X2pP" _op.

L’application u est bien définie sur R,,[X] et de plus si P € R, [X], alors deg (P) < n et donc
deg (u(P)) < max (deg (X?P") ,deg (2P)) = max (2 + deg (P") — 2,deg (P)) = deg (P) < n.

Donc u (P) € R,[X] et on a bien u définie sur R, [X] a valeurs dans R,,[X].
Soient maintenant (A, u) € R? et (P,Q) € R[X]2. On a
w(AP+pQ) = X* AP+ Q)" —2(AP + Q)
= X? ()\ P’ + MQ”) —2AP —2uQ par linéarité de la dérivation
= A (X2P" —2P) + 1 (X*Q" - 2Q)
— 2w (P) + pu(Q).

Donc u est linéaire. Conclusion,

’u est un endomorphisme de F. ‘

Soit P € R,[X]. On a les équivalences suivantes :

P € Ker (u) & u (P) = Og[x)
& X?P"—2P =0y
& X2p" =2P.

L’égalité des degrés fonctionne, regardons donc les coefficients dominants.

Notons d = deg (P) et ag # 0 le coefficient dominant de P. Si d > 2, alors le coefficient dominant de
X2P" est celui de P" et donc d (d — 1) agq. Par unicité des coefficients d’un polynoéme, si X2P" = 2P,
alors X2P" et 2P ont le méme coefficient dominant :

d(d—1)ag =2ayq & > —d=2 car ag # 0

On observe que —1 est racine de X2 — X —2. Donc d®> —d—2=0 & (d+1)(d-2)=0 & d=
—10Ud=2 < d=2 Fixons donc P = ag + a1 X + a2 X?. On obtient alors les équivalences
suivantes :

P € Ker (u) & X? (2a2) = 2 (ap + a1 X + a2 X?)

& 2a2X2 = 2a2X2 + 2a1 X + 2ag
2a0 = 2a9

& 0=2a par unicité des coefficients d’un polynémes
0 = 2ay

& apg=a; =0

& P =ay X2

Conclusion,

Ker (u) = Vect (XZ) .
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11. La famille (X?) est libre (un seul vecteur non nul) et engendre Ker (u) donc est une base de Ker (u).
Ainsi, dim (Ker (u)) = 1. Donc par le théoréme du rang, car E = R,,[X] est de dimension finie,

rg (u) = dim (F) — dim (Ker (uv)) = dim (R,[X]) =1 =n+1—1.

Conclusion,
rg (u) = n.

On pose
v : Rn[X]—)Rl[X]

P"(1)
2

P (P(O) +P(1) — >X+P(0) +2P(1) — P"(1).

On admet que v est linéaire (facile a faire si vous voulez vous entrainer).

12. Puisque (X 2)” = 2, on a les égalités entre polyndémes suivantes :
2

Ainsi X? € Ker (v). Or Ker (v) est un espace vectoriel donc Vect (X?) C Ker (v). Or par la question
Ker (u) = Vect (X?). Conclusion,

’Ker (u) € Ker (v). ‘

13. On vérifie facilement que 'application w définie pour tout P € R,[X] par w(P) = =X P(0) —
%P(l) est un élément de .Z (R, [X],R1[X]). Montrons que v = w o u. Soit P € R,[X] posons
Q = u(P). On a alors

Q(0) = 0*P"(0) — 2P(0) = —2P(0) et Q(1) =1?P"(1) —2P(1) = P"(1) — 2P(1).
Ainsi,
wou(P)=w(@) =110 - T 2on)
= 210 cap) - 212 (P - 2p()
— P(0)X + P(0) P/;(I)X _ PY(1) + XP(1) + 2P(1)

P//(l)

- (P(O) +P(1) - ) X + P(0) + 2P(1) — P"(1)
=v(P).
Ceci étant vrai pour tout P € R, [X], on conclut que

14. (a) Puisque 1”7 = X" = 0, par définition de v, on a
v(l):<1+1—g)X+1+2—0:2X—|—3
0
U(X):(O+1—§>X+O—I—2—O:X+2.

Conclusion,

’v(l):2X+3 et U(X):X+2.‘

10/]23]
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(b) Les vecteurs v(1) et v(X) sont bien entendu des vecteurs de Im (v). Or d’apres la question
précédente, v(1) = 2X 4+ 3 et v(X) = X + 2. Ces vecteurs sont donc non colinéaires et forme
donc une famille libre de Im (v). Donc

2 = Card (v(1),v(X)) < dim (Im (v)) < dim (R;[X]) = 2,

la derniére inégalité découlant du fait que Im (v) C R;[X]. Donc ces inégalités sont nécessairement
des égalités : dim (Im (v)) = 2 = dim (R;[X]). Or Im (v) € R;[X] donc on conclut que

Im (v) = Ry[X] i.e.’ v est surjective. ‘

15. D’apres la question précédente, Im (v) = Ry[X] et donc rg(v) = dim (R;[X]) = 2. Donc d’apres le
théoreme du rang,

dim (Ker (v)) = dim (R,[X]) —rg(v)=n+1—-2=n—1
espace de jl\épart de v

Donc si n > 3,
dim (Ker (v)) > 2.

Or d’apres la question on sait que dim (Ker (u)) = 1. Ainsi
dim (Ker (v)) > 2 > 1 = dim (Ker (u)) .

Conclusion, les dimensions étant différentes, on a nécessairement,

’Ker (u) # Ker (v) . ‘

La dimension, c’est béton !

Partie 3 : So 2010...

16. Soit w € Z (F,G), telle que v = w o u. Montrons que Ker (u) C Ker (v). Soit € Ker (u), alors
u(z) = Op. En composant par w, on a

v(z) =wou(x) =w(u(x)) =w(0r) =0g car w est linéaire.

Donc z € Ker (v). Conclusion,

’Ker (u) € Ker (v). ‘

On note n = dim (E), r = dim (F) et p = n — dim (Ker (u)).

17. Puisque dim (Ker (u)) = p — n et donc que Ker (u) est de dimension finie égale & p — n, on en déduit
d’apres le cours qu’il existe (ep41, ..., e,) une famille de n —p vecteurs de Ker (u) qui soit une base de
Ker (u). Par le théoreme de la base incompléte, on peut ensuite compléter cette base en (e, ..., ey)
une base de E. On a donc bien construit

une base (e1,...,e,) de E telle que (ept1, ..., e,) soit une base de Ker (u).

De plus par le théoreme du rang, car E est de dimension finie,

‘dim (Im (u)) = dim (E) — dim (Ker (v)) =n — (n — p) = p. ‘

11/23
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18. Pour tout i € [1;p], on pose f; = u(e;). Pour tout i € [1;p] puisque f; est 'image d’un élément
de E par u, on en déduit que f; € Im(u). Montrons que ( fi)ie[[l;p]] est une famille libre. Soient
(Ai)iepyp) € KP telle que

p
> Xifi=0p.
i=1

Donc, par linéarité de u,

P P P
Op =Y Nfi=Y Nifle)=f (Z)\iei) :
i=1 i=1 i=1

Donc >°7_; N\ie; € Ker (u). Or (ept1,...,e,) est une base et donc une famille génératrice de Ker (u).
Par conséquent,

p
Z)‘i e; € Vect (ept1,...,€n).

i=1

Donc il existe (Apt1,...,An) € K" 7P tel que

p n p n

Z)\iei: Z )\iei = Z)\iei— Z /\ieiZOE.

i=1 i=p+1 i=1 i=p+1
Ainsi

Mer et Apep (= Aper) epin o () en = 0

Or (e1,...,e,) est une base de E et est donc une famille libre. Donc

)\1:)\2:-..:Ap:—Ap_i_l:...:_)\n:OK'

En particulier, pour tout i € [1;p], A\; = 0. On a donc bien prouvé que ( fi)ie[[l'p]] est une famille libre
de Im (u). Or, d’apres la question précédente,

Card ((fi);eqryp) =P = dim (Tm (u)).

On en conclut que

(fi)ie[[l;p}] est une base de Im (u) .

19. On a vu a la question précédente que la famille (f;);cp;,, est libre dans Im (f) et donc dans F'. Donc
par le théoréme de la base incomplete, puisque r = dim (F), il existe (fp+1,..., fr) des vecteurs de F
tels que

(fi)ieq1;r) Soit une base de F'.

On définit alors w € .Z (F, G) par

Vi € [1;7], w(fi) = {gg(ei) sin(s)irj € [rl

On suppose que Ker (u) C Ker (v).

20. Montrons que v = wowu. On sait que u, v et w sont des applications linéaires. De plus les applications
linéaires sont entierement définies par I'image d’une base. Il nous suffit donc de montrer que pour tout
i € [1;n], v(e;) =wowul(e;). Soit i € [1;n].

o Premier cas, i € [1;p], alors par définition de f;, on a u (e;) = f; et donc

wou(e) =w(fi)=uv(e) par définition de v (e;).

12/23
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21.

22.

o Second cas, i € [p+ 1;n] alors par construction de la famille (ei)z‘e[[l;n]]7 on sait que e; € Ker (u),
donc u (e;) = O et par composition par w, w o u(e;) = Og. D’autre part, on a supposé que
Ker (u) C Ker (v) donc on a également e; € Ker (v), i.e. v (e;) = Og. Ainsi on obtient

wou(e)=0g=0v(e).

On a donc bien montré que pour tout i € [1;n], w o u(e;) = v(e;). Or des applications linéaires
coincidant sur une base sont égales. Conclusion,

Montrons que Im (v) = Im (w). Soit y € Im (v). Alors, il existe x € E tel que y = v (z). Or par la
question précédente, v = w o u. D’ou

y=wou(r)=w(u(r)) € Im(w).

Ainsi,
Im (v) C Im (w).

Réciproquement, soit y € Im (w). Dés lors, il existe z € F tel que y = w(x). Par la question E
(fi)ieqi;r) est une base de F' donc

I\ €K 2= N fi
i=1
Par suite,
y=w(r)=w (Z Ai fZ-) = Z Aiw (f3) car w est linéaire
i=1 i=1

P
= Z Aiv(e) + 0g par définition de w

i=1
p
= (Z Ai ei> par linéarité de v.
i=1

Ce qui démontre que y € Im (v). Donc Im (w) C Im (v). Conclusion,

‘Im(v)zlm(w).‘

Montrons que Ker (u) = Ker(v) < Ker(w) @ Im(u). Supposons Ker (u) = Ker (v). Soit z €
Ker (w) @ Im (u). Alors,

{w € Ker (w) N {w(w) = 0¢g

z € Im (u) da € E, x = u(a).
Donc w (u(a)) = 0g. Or v = w o u donc v(a) = 0g i.e. a € Ker (v) = Ker (u). Donc u(a) = 0p. Ainsi,
z =u(a) =0p.
D’ou Ker (w) & Im (u) C {Of}. Or {Or} C Ker (w) & Im (u). Donc

Ker (w) & Im (u) = {0p} .

13/23]



-
o
e Mathématiques PTSI, DM9 Cor 2023/2024

Par caractérisation on en déduit que Ker (w) et Im (u) sont en somme directe. On a donc démontré
que
Ker (u) = Ker (v) = Ker (w) ® Im (u).

Réciproquement, supposons Ker (w) @ Im (u) i.e. Ker (w) @ Im (u) = {Op}. Montrons que Ker (u) =
Ker (v). On sait déja que Ker (u) C Ker (v). Montrons que Ker (v) C Ker (u). Soit z € Ker (v),
alors, v(z) = Og. Or v = w o u donc w (u(z)) = 0g. D’ou, u(x) € Ker (w). Or u(zr) € Im(u) donc
u(z) € Ker (w) @ Im (u) = {Op} et nécessairement u(z) = 0. Donc x € Ker (u). Cela démontre bien
que Ker (v) C Ker (u). Donc Ker (u) = Ker (v) et ainsi,

Ker (w) & Im (u) = Ker (u) = Ker (v).

Conclusion,

‘Ker (u) = Ker (v) & Ker (w) @ Im (u). ‘

23. Supposons Ker (w) & Im (u). Montrons que Ker (w) et Im (u) sont supplémentaires. Posons k =
dim (Ker (w)) + dim (Im (u)). On a

k = dim (Ker (w)) + p par la question [I7]

= dim (F') — dim (Im (w)) + p par le théoreme du rang car F est de dimension finie
=r —dim (Im (v)) + p par la question 21
=r — (n—dim (Ker (v))) +p par le théoréeme du rang car F est de dimension finie

=r —n+dim (Ker (u)) + p par la question précédente
—r—nt(n—p)+p
=
Donc
dim (Ker (w)) + dim (Im (u)) = dim (F) .

Conclusion, dans ce cas,

‘Ker(w)@lm(u) :F.‘

Probleme III - Intégration

Pour tout z € R*, on pose

22% arctan
h(z) = /1 wdt.

Partie 1 : Une fonction hA-ment intéressante.

1. (a) Pour tout ¢ > 0, on pose

f(t) _ arctailt(\/i) ‘

La fonction f est définie et méme continue sur R} comme composée et quotient de fonctions qui
le sont et dont le dénominateur ne s’annule pas. Soit € R*. Alors 222 > 0. Donc [1; 2:1:2] (ou
[22%;1]) est inclus dans R% . Donc

222 t t 222
h(z) = /1 zma:t(\f) dt = . f(t) dt existe.

Ceci étant vrai pour tout z € RY , on en déduit que

‘ h est bien définie sur R*. ‘
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(b)

On a

e R* est centré en 0.
e Soit z € R*. Alors

h(—) = /12(—30)2 arctan (\/f) df — /12752 arctan (\/f) dt = h(z).

4t 4t
Conclusion,
arctan(\/f) . ye 42z . 2
Pour tout ¢ > 0, on a f(t) = ———= > 0. Donc par croissance de I'intégrale, si 2z° > 1, on a
22
h(z) = f)dt > 0.

1

Or2z2>1 < 35'22% @xe}fm;—%} U [%;qLoo[. Ainsi,

AR

— | U |—%=;+00], h(x) = 0.

N NG (2)

Soit maintenant x € [— ! 0[ U }0; ! } Alors 0 < 222 < 1. Et puisque pour tout ¢ € ]0;1],

V2 V2
f(t) = 0, on en déduit par croissance de 'intégrale que

Vxe}—oo;—

/1 £ dt > 0.
2

$2
Donc
222 1
h(z) = f(t)ydt = — f(t)dt <o0.
1 2x2
Cherchons maintenant les valeurs d’annulation de h. Si x = —% ousixz= %, ona2x?=1et
donc

22 1
ha) = [ f(t)dt:/l £(t)dt = 0.

Montrons que ce sont les seules valeurs d’annulation. Soit x € R* \ {—%; %} Supposons que

222
/1 F(t)dt = 0.

On sait que f est positive sur [1; 2372] (ou [2362; 1]) et continue. Donc si son intégrale est nulle
par la propriété de séparation de I'intégrale car 1 # 222, on en déduit que

vt € [1;22°] ou [22%1],  f(t) =0.

Or pour tout t € R%, f(t) > 0, contradiction. Donc pour tout z € R* \ {—%; %}, h(zx) # 0.
Conclusion,

Vxe]—oo,—\f U \f;—i-oo[, h(z) >0
2 2
Va:e}—\g;o U 0;[, h(z) <0

Ce que l'on peut résumer par le tableau suivant :
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T —00 —@ 0 @ 400
h(z) + 0 - - 0 +
2. (a) Onadéjavuque f:t+— M est définie et méme continue sur R . Posons pour tout « > 0,

Fe) = /11 (b dt.

Par le théoréme fondamental de I'analyse, F est bien définie et méme €' sur R% et pour tout
x>0,

Fl(x) = f(x).

Or f est €°° sur RY comme composée et quotient de fonctions 4> sur R’ dont le dénominateur
ne s’annule pas (la fonction racine carrée n’est pas dérivable en 0 mais 0 a déja été exclu). On
en déduit donc que F’ est € sur R% . Ainsi F' est € sur R%. Or pour tout z € R*, on a

h(z)=F (2:62) ,

et £ — 222 est € sur R donc sur R* et & valeurs dans R% . Conclusion, h est €°° sur R* comme
composée de fonctions €°. De plus par dérivation d’'une composée, on a

Vo e RY, b (z) = (2x2)/F’ (22?)

=dxf (2$2)

arctan (\/ 2m2)
P A

82
arctan (ﬂx)
=" 7 car x > 0.
2z
Conclusion,
arctan (v2x
h est €°° sur R* et Vr e RY, B (z) = 2(\[)
x
(b) On a pour tout z > 0, h/(z) = M > (. Donc la fonction h est strictement croissante sur

]0; +00] puis par parité, on en déduit que h est strictement décroissante sur R* . On obtient donc
le tableau de variation suivant :

8
|
g
|
S
o
S

+00

h \0 0/
\ /

3. (a) On sait que

3
arctan (z) =, 7~ % +o (:U3) .
z—

et y = x est la tangente de la fonction arctangente en 0. Donc

23
rctan () —x ~ ——.
are z—0 3
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Or deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré. Donc arctan (z) — = est
négatif en 0 et positif en 0~. Autrement dit il existe ¢ > 0 tel que la courbe représentative de
la fonction arctangente est

‘au—dessus de sa tangente sur [—¢; 0] et en dessous de sa tangente sur [0;¢]. ‘

Montrons que pour tout > 0, on a arctan(z) < x. Posons pour tout z € Ry, g(z) = = —
arctan(z). La fonction g est dérivable sur Ry et pour tout z € R,
1 1+a22-1  a?

! =1— = = >
g() 1+ a2 1+ 22 1+ a2

Donc la fonction g est croissante sur Ri. Or g(0) = 0. Donc par croissance, pour tout z € R,
g(x) = ¢g(0) = 0. Ainsi,

Vo e RY, arctan(z) < x.

Pour tout t € R* , on a Vte R* et donc par la question précédente,

arctan (\/f) < ﬂ

Donc

Vi € R* arctan (\/i) < Vit 1
+ 4t TN

Soit x € }0; %} Alors 222 < 1. Donc par croissance de I'intégrale,

dt < car x >0

/1 arctan (\/i)
2

22 4t 2

t=2z2

/1 R ﬁtzl C1—V2z  1-V22
202 AE B 2 2

Or —@ < 0. Donc

N |

dt <

/1 arctan (ﬁ)
22 4t
Ainsi,
h) = /2902 arctan (\/f) G- /1 arctan (ﬁ) & > _1'
1 4t 22 4t 2

Ceci étant vrai pour tout = € }0; %}, on en déduit que

1 1
h est minorée par —3 sur }0; —} .

V2

. 1
On a vu que h est croissante sur R*} donc pour tout z > 50 ona

Or par la question précédente, on a en particulier h (%) > —%. Donc

Cette inégalité étant aussi vraie pour tout x € }O; %} d’apres la question précédente, on en

déduit bien que pour tout z € R* | h(z) > —%. Conclusion,

1
la fonction h est minorée par —5 sur R%.
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4. On a vu que la fonction h est croissante sur ]0; +oo[ et minorée par —% sur cet intervalle. Donc par

le théoréme de convergence monotone, on en déduit que

lim h(z) existe dans R.
x—0
>0

Notons a = limy—0 h(x) cette limite. Puisque pour tout = > 0, h(z) > —%, par passage a la limite,
>0

on en déduit que o > —%. De plus pour tout x € }0; @}, on a h(z) < 0 par la question Donc par
passage a la limite, on a aussi a < 0. Etendons la définition de h en posant h(0) = «. On a alors par
définition de «,

lim h(x) = h(0).

z—0
>0

De plus par parité pour tout = < 0, h(x) = h (—z). Donc par le changement de variable u = —z,

31613% h(z) = ilgb h(—u) = 11}3%] h(u) = h(0).
<0 u>0 u>0

Donc la limite & droite et & gauche coincident et valent h(0). Donc on peut bien étendre h en une

fonction continue en 0 avec h(0) = a € [—3;0].

5. (a) D’apres la question on a pour tout x € R*, h/(z) = %&ﬁm) Or
arctan (ﬁx) \/ix - \/§
2x z—0 2r 2
x>0
Do,
2
lim b/ (z) = £
z—0 2
>0

(b) Par ce qui précede, la fonction h est
e continue sur R,
o dérivable sur RY,
e admet une limite finie a droite en 0.

Par le théoréme de prolongement €' on en déduit que la restriction de h sur Ry est €' et
notamment que

la dérivée a droite en 0 de h existe et vaut -

De plus I'équation de sa demi-tangente a droite est donnée pour tout x > 0 par

yz?w%—h(()):\fm%-a.

On obtient également le développement limité suivant :

2
h(z) ot \ga: +o(x).
>0
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(c) Par parité de la fonction h, on en déduit également que h est dérivable a gauche mais par symétrie
par rapport a ’axe des ordonnées, sa demi-tangente a gauche a pour équation pour tout x < 0

V2

y:—Tx—i-a.

Autrement dit h est aussi dérivable a gauche et

M) O V2, VI M) hO)

lim _ V2 V2
z—0 x—0 T 250 x—0
<0 x>0

Par conséquent le taux d’accroissement n’admet aucune limite globale et

‘h n’est pas dérivable en 0 mais présente un point anguleux.

Partie 2 : Un étudiant qui s’est intégré passe en deuxiéme année

6. Soit x € R*.. Posons u = Vt, alors t = u2. La fonction u — u? est €' sur R% et dZ = 2udu et donc

2% arct t V2el arct V22 arct
1 4t 1 492 1 2u
Conclusion,
V22 gret
Ve eR:,  hz) = / arctan(u) ;
1 2u

7. Soit x € R% , par la question précédente et linéarité de 'intégrale, on a

Vaz 2z Z V2 arctan(u) V22 T arctan(u)
- du — h(z) = 2 gy — / ALCRANY) o = / 2~ A .
2/ v h(@) /1 20", 20 T 2u "

Or pour tout u € RY, arctan (u) 4 arctan (L) = 7 et donc 5 — arctan(u) = arctan (1). Conclusion,

Var ] V22 gretan (L
VzeR:, = —du—h(az):/ arctan (y) 3
2 1 2u 1 2u
8. On a d’une part,

T T T

Z —du== {1 } =—1 2z ).

2/1 ude=3g [glnlub] =7 n (v2e)
D’autre part, en posant v = % ie u= % La fonction v — % est € sur R et du = —5 L dv. Donc on
a

/ﬁx arctan () du — 75 arctz;n (v) ;21 do = — 75 arctan (v) do.
1 2u 1 ; v 1 2v

Or par la question [6], on a

b (1) _ /\/ﬁlem arctan (u) du — 75 arctan (u )du.
2x 1 2u 2u

L’indice d’intégration étant muet, on en déduit que
V2z gretan (L 1
-/ () qu— ().
1 2u 2z

Donc par la question précédente, on obtient

Vr € R, %m (V2r) = h(z) = ~h (1) .

2x
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9. Par la question précédente, pour tout x > 0,

h(zx) = %ln (ﬂx) +h (2133> = %ln (x) + WIHSQ) +h (2133) .

Or on a vu a la question que

h(u) = a+£u+o(u).

u—0 2
u>0
- L1 +
Donc en posant u = 5~ H—+>000 ,0n a
o7 mln (2) V21 (1)
Conclusion,
o mln (2) V2 <1>
h(x)z_;roozln(a:)—k 3 +a+ﬂ+0 =)

Partie 3 : En parlant de deuxieéme année : une petite série entiere

Pour tout = € R et tout n € N, on pose

(_l)n m2n+1 n
=0
10. Pour tout n € N, on a
u = —
" (2n +1)2
Donc pour tout n € N,
1 1
NVN=— ~
Or pour tout n € N*, # > (0. Donc d’apres le théoréme des équivalents des séries a termes positifs, les

1 1
séries Z lun(1)] et Z ) sont de méme nature. Or Z —— converge en tant que série de Riemann
neN neN neN
d’exposant a = 2 > 1. Donc
Z |un(1)] converge.

neN

Autrement Z u, (1) converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence. Conclu-

) neN
sion,

Z up (1) converge.
neN

11. Soit « € [0;1]. Pour tout n € N, on a 2*"*1 < 1. Donc pour tout n € N,

x2n+1 1

= @nr e S@nge el

(—1)" z2nH1
(2n+1)2

0 < Jun(x)| = |

Or on a vu a la question précédente que Z |un (1) converge. Donc par le théoréme de comparaison

neN
des séries a termes positifs, on en déduit que

Z |un ()| converge.
neN
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Autrement dit Z un(x) converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence.

neN
Conclusion,

vz € [0;1], Z un(x) converge.
neN

12. Soit x > 1. Alors par croissance comparée, on a

x2n+1
lim 5 = —+00
n—-+00 (Qn + 1)

Donc gril |un ()] = +00. Or on sait que si (uy(x)), oy converge (vers £) alors (|un(x)|),cn converge
n o

également (vers |£|). Donc par contraposée, puisque (|un(z)|), oy diverge nécessairement (|un()]),,cx
diverge (attention pas nécessairement vers +oo, ici la sous-suite des termes pairs diverge vers +oo
mais la sous-suite des termes impairs diverge vers —oo). Conclusion,

Z un(x) diverge grossierement et donc diverge.
neN

Partie 4 : Un tas d’or est caché dans la grange

On rappelle que I'on a prolongé h en 0 par une valeur notée o € [—%; O] et que 'on a montré a la question

[6] que
1 [V2e
li h(r) = [ TR gy,
1

z—0 u

On admet que pour tout n € N et tout u € R, ’arctan(”) (u)‘ < (n—1)L
On fixe n € N.

13. On pouvait donner les coefficient a; sans démonstration. Faisons un peu mieux ici : on sait que

n_ LYkl 2kt
arctan(u) = Z%

—0
Y=o

+o0 (u2”+2) .

On sait de plus que la fonction arctan est €2"*! sur R donc par la formule de Taylor-Young, on a
2042 arctan® (0)u®
arctan(u) = _

w0 (k)!

+o0 (u2"+2) .

Donc par unicité du développement limité, on en déduit que pour tout k € [0; n], arctan(®*)(0) = 0 et

arctan®+D(0)  (=1)F "
k+1)!  — 2k+1 F

La fonction arctan est €2"*2 sur [0;1]. Donc par la formule de Taylor-Lagrange, on en déduit que
pour tout u € [0; 1],

" arctan(2k+1) (0)u2k+1

arctan (u) —
(u) kz:% (2k +1)!

(U - 0)2n+2

(2n+2)!

< sup |arctan(®"t?) (z)‘

z€[0;u]

Or d’apres 1’énoncé, pour tout z € R, arctan(2”+2)(z)’ < (2n + 1)!. Conclusion, pour tout u € [0; 1],

n k+1 ) 2k+1 2n+2
(=1)""u u
arctan(u) — E <
= 2k +1 2n + 2
)2 , . (—p)kt!
et les ay de I'énoncé sont donnés par ay = “5 74— pour tout k € [0;n].
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14. Soit = € [O; %} Par la question précédente, pour tout u € ]0; 1], on a

n k41 2k+1 2n+-2 n k+1 | 2k+1 2n+2
(=1)""u u (=) u u
-~ <arct <
2 okt 1 on g Stretan(v) < kz:% 2%k + 1 2n + 2
N n (71)k+1 u2k u2n+1 arctan(u) Zn: (71)k+1 u2k u2n+1
= 2k+1 n+2 w2kt 2n 4+ 2

Puisque z € [ ; f} on a v/2z € [0;1] donc les inégalités précédentes sont vraies sur [\/ia:, 1]. Par

croissance de I'intégrale, car v/2x < 1,
1 noo 1\k+1 2k u2ntl 1 n o \kt+1_ 2k on+1
/ Z (1) u du < arctan( ) du < / Z (—=1)" " u L du.
20 \ =5 2k+1  2n+2 U R 2k +1 2n + 2
Calculons :
1 no(_1)ktL 2k y2ntl n 1 k+1 1 n+1
/ Z (1" u du — Z/ du+/ U du
20 \ ;1 2k+1 2n—|—2 = Ve 2k+1 iz 2n + 2
n k+1 W21 1 onto Ju=l
Sl R (e
k=0 2k+1 u=v2zx (27’L + 2) u=v2x
B i ( )kJrl i ( 1)k+1 (\@$)2k+1 . 1— (\/51:)271—1—2
= 2k+1)? 2 (2k +1)? (2n + 2)?
ﬂ$)2n+2 1
= 5y (1) - 8, (var) - W2 —1
W (var) (2n +2)?
De méme,
1 n (_1)k+1 u?k u2n+1 \[ (\/§$)2n+2 1
- du=5,(1) =S, (V2 ~ 7
/Qm(k; 2%k + 1 2n+2> u= S (1) = 5. (Var) + (2n + 2)2
Ainsi
2n+2 2n+2
2 -1 1 t 2 -1
SH(D_Sn(m)Jﬂ")Qg/ Mdugsn(l)_sn(m)_(f@—g,
(2n +2) 2 U (2n +2)

Or par la question |6 on a 2h(z) =2 X 5 fﬂﬁ arcwn(u) du = — f\lﬁx arctan() 4y, Done en multipliant

u

par —1 les inégalités précédentes, on en dedult que pour tout x € [0; %},

2n+2 242
Sh (\/ﬁx) —S,(1) — M > 2h(z) > S, (\/ix) — Sp(1) + M

(2n+2)? (2n+2)?
n )k—i-l 2k+1
15. Puisque n est fixé, la fonction S, : Z ok 1) est une fonction polynomiale et donc
+
k=0
continue sur R. Donc
lim S, (\/5:):) = lim S, (u) =0 car il n’y a pas de terme constant.
z—0 u—0
2n+2
De plus lin%) (ﬂx) L 0 et par définition de «, on a 1ir% h(z) = «. Ainsi par passage a la limite
T— T—
quand x — 0 dans le résultat de la question précédente, on a
0—-1 0-1
0-5,(1)— ——=522a20-5,(1)+ ———
n(1) (2n +2)2 “ ”()+(2n+2)
1 1
& =S+ ———s>2a>-8,(1) - ————
”()Jr(2n+2)2 “ n(1) (2n +2)
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Conclusion,
1 1 1 1
—=5, (1 —>a>=>—=5,01) - ——.
29 W+ gz 2 @2 3%~ Gy

16. D’apres la question E

lim

converge. De plus n-r+o0 (21 + 2)2

la série Z un (1)

converge i.e. la suite des sommes partielles (S, (1)),cx

= 0. Donc par passage a la limite quand n — +o0, on en déduit

que
1 1 1 1 12
li —=5, (1 — = i —=5, (1) —— = —= 1).
A —5Sn (W+ grtgye = i, —55 ()~ Gy 2;“"()
Donc par le théoréme d’encadrement,
1 +00 1 400 (_1>n+1 +o0 (_l)n
a=—= Up (1) = —< —_— = —_—.
2;) e 2%(2%1)? %2(2%1)2
Conclusion,
“+o0o

=3 o

=D"

—202n+1)%
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