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Corrigé du Devoir Surveillé 10
Variables aléatoires et géométrie

Probléme I - Variables aléatoires

Soit (€2,P) un espace probabilisé sur lequel est défini toutes les variables aléatoires de ce probléme.
Une puce se promene sur Z. Pour tout n € N, on note S,, sa position a I’étape n. On suppose :
e a l’étape 0, la puce démarre & lorigine : Sy = 0,

» a chaque étape n € N* : la puce augmente de 1 sa position avec une probabilité p € ]0; 1] et diminue
de 1 sa position avec une probabilité 1 — p et ce choix de monter ou descendre ne dépend pas des
précédents sauts.

Partie 1 : Lois initiales

1. Initialement, la puce se trouve en position Sy = 0. A I’étape 1, ou elle augmente de 1 sa position :
S1 = 1 avec probabilité p ou elle diminue sa position de 1, S; = —1 avec une probabilité 1 — p. Ainsi,

(S (@) ={-1;1}, P(Si=-1)=1-p, P(S1=1)=p]

2. (a) Puisque S; () = {—1;1} et que la puce peut ou augmenter ou diminuer de 1 sa position,

95 () = {-2;0;2} |

Puis,

\S:a () = {—3;—1;1;3}-\

(b) Pour n € N, on a

[Son={2k€Z|ke[-nn]} ot Sonp1={2k+1€Z|ke[-nn]}U{-2n-1}.|

3. Par la question [2.a] on a (51, 92) (Q) = {—1;1} x {—2;0;2}. L’événement (S; = —1, 5, = —2) corres-
pond & I’événement : « la puce diminue sa position de 1 & ’étape 1 et diminue sa position a I’étape
2».0On a

P(S;=-1,5%=-2)=P(Se=-2|S5=-1)P(S1 =-1).

Par construction, P (S; = —1) = 1 — p. De méme, (S2 = —2 | S; = —1) correspond & ’évenement la
puce descend d’une position : P(S;=—-2]5;=—-1)=1—p. Dot,
P (S =—1,8 =-2)=(1-p)°.

D’autre part, P(S1 =1,5% =—-2) =P (S =-2[ S =1)P(S; =1). Or (Se =—-2]5; =1) corres-
pond a I’événement la puce saute de la position 1 a la position —2. La puce est sportive mais ne sait
pas faire des bonds aussi grands. Donc P (S; = 1,55 = —2) = 0. De méme, on obtient,

P(S; =—1,8=0
P(S; =1,5 =0
P(S; = —1,8 =2
P(S; =1,8 =2

:P(SQZO|51:—1)P(51:_1):p(1_p)
(Se=0]|S=1)P(S1=1)=1-p)p

(Se=2|5=-1)P(S1=-1)=0

(So=2]8=1)P(S;=1)=p%

~_ — — —

=P
=P
=P
Conclusion, la loi conjointe de (51, S2) est donnée par
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S1\S2 -2 0 2
-1 | (1-p?* | p(l-p) | O
1 0 p-p) | p*
4. La famille ((S; = —1),(S1 = 1)) forme un systéme complet d’événements. Par la formule des proba-

bilités totales,
P(Sy=2)=P(S=2,8=—-1)+P(S2 =2, =1) =0+ p? par la question précédente.
De méme,

P(SQZO):P(SQZO,Sl:—1)+P(52:0,51:1):2p(1—p)
P(So=—2)=P(Sh= 2,8 = 1) +P(S= 2,5 =1) = (1 - p).

Conclusion, la loi marginale de S5 est donnée par

P(Sa=k) | (1-p)? | 2p(1—p) | p?

Par définition,

E(Sg) = —QP(S2 = —2) + 0 x P(SQ = 0) +2P(SQ = 2)
=-2(1- p)2 + 2p? par la question précédente
=2(p-1+p(p+1-p)
=2(2p—1).

De plus, par la formule de Koenig-Huygens,

V(8) =E(83) —E($)*
= (—2)?P(So=—2)+ 0% +2°P(Sy = 2) —4(2p — 1) par le théoreme de transfert
—4(1—p)P+4p° —4(2p—1)
:4(1—2p+p2+p2—4p2—|—4p—1)
=4 (2p - 2p2)
=8p(l—p).

Conclusion,

[E(S:)=2(2p—1), V(S)=8p(l—p).]

Par définition,
Cov (Sl, SQ) =E (5152) —E (Sl) E (Sg) .

Par le théoréeme de transfert,

E(5152) = (—1) X (—2)]?(51 =-1,5 = —2)—|—O—|—(—1) X Q]P)(Sl =-1,5 = 2)
+1x (—Q)P(51:1,52:2)—|—0+1 XQP(51:1,32:2)
=2(1—-p)2—0—0+2p?

De plus, par la question précédente, E (S3) =2(2p — 1) et

E(S)=-1xP(S1=-1)+1xP(S1=1)=—(1—-p)+p=2p—1.

24
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D’on,
Cov (S1,82) =2(1—p)* +2p* —=2(2p— 1) (2p— 1)
=2(1-2p+p*+p° —4p° +4p—1)
=2(-2p* +2p) =4p (1 —p).
Conclusion,

’COV(51,52) =4p(1—p) ‘

Puisque p € |0;1[, p # 0 et 1 — p # 0. Donc par la question précédente, Cov (S1,.52) = 4p (1 — p) # 0.
Nécessairement (la réciproque est fausse),

‘Les variables aléatoires S7 et Sy se sont pas indépendantes. ‘

La famille ((S2 = —2),(S2 =0),(S2 = 2)) forme un systéeme complet d’événements. Par la formule
des probabilités totales,

IP(S3:1):P(53:1|SQZ—2>P(52:—2)+P(S3:1’SQZO)IP(SQZO)

La puce ne peut pas passer de —2a 1, P (S35 =1 S2 = —2) = 0. Pour passer de 0 & 1, elle doit monter
d’une position : P (S35 =1 S, = 0) = p et au contraire pour passer de 2 & 1 elle doit descendre d’une
position : P(S3 =1| Sy =2) =1 —p. Donc par la question

P(S3=1)=0+p2p(l—p)+(1—p)p°=3p*(1—p).

Conclusion,

P(S3=1)=3p’(1—-p).

Par la question précédente, P (S3 = 1) # 0. Donc par la formule de Bayes,
P(S3=1|S5S2=0)P(S2=0)

P(S3=1) '
Comme vu a la question précédente, P(S3=1|S2=0)=p, P(S2=0)=2p(1 —p) et P(S3=1) =
3p? (1 — p). Ainsi,

P(S=0]|S53=1)=

2% (1 — 2
msFo,sg:l):M:B.

Conclusion,

2
P(S:=0]S=1)=3.

Soit n € N. On observe que pour venir en position n, a 1’étape n, la puce ne doit faire que monter :
(Sn=n)= [ (Se=k)
ke0;n]

Par la formule des probabilités composées,

P(Sp=n)=P| Sp=n| (] (Se=k) |x--xP(S1=1]8 =0)P(S=0)
kefo;n—1]
=P(Sp,=n|S,—1=n—-1)x---xP(S1=1)x1
N’

n fois
n

Conclusion,
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Partie 2 : Probabilité de retour a ’origine
Pour tout n € N*, on note X,, = S,, — 5,,_1 le déplacement de la puce a ’étape n. On pose alors pour tout

n
neN* Y, =Xutl et T), = Y " ¥} Soit n € N*.

k=1
11. Par définition, pour tout k € N*, X, (2) ={-1;1} et P(X; =1) =p, P(Xy = —1) = 1 — p. Donc on
a
—14+1 1+1
ve@) = { UL oy

Donc Y} suit une loi de Bernoulli et

P@@:D:P(&;i:1>zpu¢=n:p
Donc
VEN*, Y, ~ 2 (p).

De plus, on suppose les sauts de la puce indépendants les uns des autres. Donc T;, est la somme de n
variables aléatoires de méme loi de Bernoulli et indépendantes. Conclusion,

’Tn Nﬁ(n,p).‘
12. On a
n
T, =YY,
k=1
= 2
1 zn: X 4"
= — k —
2 = 2
1 & n
:§Z(Sk—5k—1)+§
k=1
Sn - SO n . , .
= 5 + 3 car on reconnait une somme télescopique
2
Conclusion,
S = 2T, —n.

13. Par la question précédente et la linéarité de ’espérance :

E(S,) =E@2T,—n)=2E(T,) —n=2np—n=n(2p—1) car T, ~ B (n,p).

De plus,
V(S,) =V (2T, —n) =4V (T,) =4np(1 —p)  car T, ~ & (n,p).
Enfin,
n
ng:m:P@n_n:m:pc&:§)

Or T,, ~ % (n,p), donc si n est impair, § ¢ [0;n] et donc P (Tn = %) Tandis que si n est pair,

5 € [0;n] donc
-G

4/

V|3

)@Q—M)
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14.

15.

16.

Conclusion,

V (Sp) = 4np (1 —p)\

et

si n est impair

si n est pair.

n)_ 0
2 () ea-p)?

Pour n € N*, par la question précédente,
P (|Sn —n(2p— 1) > n¥/*) =P (]S, —E(Sn)| > n/*).

Donc par I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

V(Sn) _4np(1—p) _4p(1—p)

B 3/4
0 <P(|Sy —E(Su)| > ™) < —7 032 v

i P —p)
NG

= 0, par le théoréme d’encadrement,
n—-+00

Puisque

lim P (]S, —n(2p—1)| > n**) =0.

n—-+o0o

Soient ¢ >0 et n € N*. On a

(Spn=(0+e)n(2p—1)=(Sp,—n(2p—1)=en(2p—1)).

en(2p —1). Donc pour ¢ > 0 fixé, il existe ng € N* tel que pour tout
n——+0oo

On observe que n

n = ng,
n¥t <en(2p—1).

Donc, pour tout n > ny,

(Sn=(1+e)n2p—1))=(Spn—n(2p-1)2en(2p—1))

Ainsi,
¥n>ng,  0<P(Sp>(1+e)n(2p—1) <P([Sy—n(2p—1)| >n).

Donc par la question précédente et le théoreme d’encadrement, pour tout € > 0,

lim P(S, > (1+¢e)n(2p—1)).

n——+oo

Par la question [2.b] on sait que Sy () = {—4, —2,0,2,4}. De plus, par la question [12] Sy = 2Ty — 4 et
par la question Ty ~ A (4,p). Donc

4
IP’(S4 = _4) :P(2T4 — 4 = _4) :P(T4 = 0) — (0)]90 (1 _p)4 = (1 _p)4
De méme, pour les autres probabilités :
k —4 -2 0 2 4
P(Sa=k) | (1-p)" | 4p(1—=p° | 6p*(1—p)° | 49p>(1—p) | p*

On admet dans la suite pour tout n € N, u,, =P (S, =0) = (2”) (p(1—=p)".

n

JE
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Partie 3 : Les deux premiers indicateurs de retour a l’origine

Pour tout £ € N, on pose Uy, = {

17.

18.

19.

1si Sy =0

0 sinon.

Par définition, U; (2) = Uz (2) = {0,1}. Donc U; et Us suivent des lois de Bernoulli. De plus,
P(U;=1)=P (S, =0).

Donc par la question |4.|P (U; = 1) = 2p (1 — p). De méme, par la question

P (U =1) =P (S =0) = 6p° (1 - p)°.

Conclusion,

Uy~ B2p(1-p), Uy~ B(6p°(1-p)°).

Si (Up = 1) est réalisé alors (Sy = 0) est réalisé. Donc la puce se trouve a I’étape 2 a l'origine. Elle
repart alors se promener avec le méme protocole. Tout se passe donc comme si la puce venait de
démarrer sa promenade, il suffit de décaler les indices (de relancer le chronometre) de 2 :

‘la loi conditionnelle de Sy sachant (U; = 1) est la méme loi que celle de Ss. ‘

Calculons,
P(Uy=1,Us=1)=P(Us=1|U; = 1)P(U; = 1)
=P(Se=0|U,=1)P(U; =1)
=P(S2=0)P(U; =1) par la question précédente
=2p(1—p)P (U1 =1) par la question [4]
=4p? (1 - p)2 par la question
De méme,

PU,=1U;=0)=P(Uy=0|U1=1)PU; =1)
=1=-PU=1[U1=1))2p(1-p)
=(1—=2p(1-p))2p(1-p)
=2p(1—p) (1—2p+2p%).

De plus, ((U; =0), (Up =0)) forme un systeme complet d’événements. Donc par la formule des pro-

babilités totales :
P(UQ = 1) :P(Ul =0,U, = 1)+P(U1 =1,U; = 1)

D’ou
P(U, =0,Uy=1)=P(Uy=1)-P(U; =1,U;=1)
=B (U =1) - 42 (1 - p)’
=2p (1 —p) —4p* (1 —p)? par la question [I7]
=2p(1-p) (1-2p+2p°)
Enfin,

P(U; =0,Uy;=0)=P(Uy;=0)—-P(U; =1,U; =0)
=1-2p(1—p)—2p(1—p) (1—-2p+2p°)
=1-2p+2p*—2p(1—p) (1 —2p+2p?)
= (1 - 2p—|—2p2) (1 - 2p—|—2p2)
:(1—2p+2p2)2.

Conclusion,

/i
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U \Us 0 1
0 (1-2p+2p?)* 2p(1—p) (1—2p+2p?).
1 2p (1 —p) (1 —2p+2p?) 4p? (1 - p)?

20. Par la question précédente, P(U; = 1,Us = 1) = 4p? (1 — p)2. D’autre part, par la question E
P(Uy = 1)P (U = 1) =2p(1 —p) x 6p* (1 — p)* = 12p” (1 — p)*.
Puisque p # 0 et 1 —p # 0, on a alors les équivalences suivantes :

PU =1,Us=1)=P(U; =1)P(Uy=1) &  4p*(1—p)?=12p(1—p)®
& 1=3p(1—-p)
& 3p° —3p+1=0.

Soit A le discriminant associé, A =9 — 12 < 0.
Nécessairement, P (U =1,Us = 1) # P (U; = 1) P (Uz = 1). Conclusion,

‘Ul et Us ne sont pas indépendantes.

Partie 4 : Une égalité algébrique

1

i On admet le résultat suivant :

n
n!l ~ 2mn (ﬁ)
e

n—-+o0o

Soit f: x+—

21. Soit n € N. La fonction f est €™ sur |—oo; 1] comme quotient de fonctions qui le sont et dont le
dénominateur ne s’annule pas. Donc par le théoreme de Taylor-Young,

‘la fonction f admet un développement limité d’ordre n en 0.

On le note f(z) =, taiz 4+ anz™ + o (z") avec (ao, . ..,a,) € R*L
z—

22. Soit n € N*. On sait que

(1+u)”‘uiol+au+a<a;1)u2+---+a(a_1)"7;&!(a_n+l)u"+o(u”).
Donc en prenant a = —1/2 ot u = —z — 0,
fa) = 1- —793 N (—1/2)2(—3/2)932 _ (_1/2)(_3!/2)(_5/2)x3+...
I (—1/2)(—3/2)(—55)---(1/2 —n =D o ()
EREEAT e
L OE)E) =) o ony
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Par unicité du développement limité,
_MB)E)---@2n-1)
" nl2n
_ (M@)B)A)B)---(2n) (20— 1) (2n)

o nl2nx (2x4x6x---x2n)

_ (2n)!
T2 x 27 X (Ix2X3 X X n)
_ (@n)!
~ nl22p)
Or (2: ) = m((f,ffl’n), = 75!2(7:3)!!, alors,

Sin =0, (2:)22% =1 = ayp, le résultat reste vrai. Conclusion,

23. Soit x € |—1;1]. Alors, pour tout n € N,

2n\ 1 2n)t
Qp = (n>22n - 7(’”!)222”1' .

Or p! Lo V27p (B)” donc

Ainsi,

lana"| =~ o(lz|").

n——+oo /TN n—r+oo
, . n ;. P P .
La série E |z|" converge absolument en tant que série géométrique de raison z, |z| < 1. Donc

neN
‘TL

x
par le théoreme de domination, Z |

neN* Vv T

n € N, |a,| > 0. Donc par le théoréme des équivalents des séries a termes positifs, E lan| converge.

converge absolument donc converge. De plus, pour tout

neN
Autrement dit, Z |anz™| converge absolument donc converge. Conclusion,
neN
Ve e]-1;1], Z anz™ converge.
neN

On admet dans la suite le résultat suivant :

Vrel-1:1], —— :Z(?);ﬁ (%) .
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Partie 5 : Nombre de passages a ’origine

On définit pour tout n € N, V,, = Z Us.

24.

25.

26.

k=0

Soit n € N. On a vu a la question que U et Uy ne sont pas indépendantes. La variable aléatoire
V,, est donc bien une somme de variable aléatoire de Bernoulli mais non indépendantes (ni méme de
méme parametre) donc a priori,

‘Vn n’est pas forcément une variable aléatoire de loi binomiale. ‘

Par linéarité de I’espérance,
E(V,) =E (ZUk> =Y E(Uy).
k=0 k=0
Or pour tout k € N, puisque Uy () = {0; 1}, la variable Uy suit une loi de Bernoulli de parameétre,
2k k
PU:=1)=PSn=0)=u=| " |(1-p)",

encore vrai si k = 0. Nécessairement,

E (Uy) = uy = (2:) (p(1—p)".

Conclusion,

vn e N*, E(V,) = Zn: (2:) (p(1—p))*.

k=0

On suppose que p # % Soit n € N. Par la question précédente,

E(V,) = Zn: (%f) Q%k (4p (1 —p))*

k=0
Posons z = 4p (1 — p) et vérifions que = € |—1;1[. Soit h : p — 4p (1 — p). La fonction h est définie et
méme dérivable sur [0; 1] et pour tout p € [0;1],
W(p)=4(1—-p—p)=4(1-2p).

Donc pour p € [0;1], M'(p) 20 & 1-2p>0 & p< % Donc h est strictement croissante sur [0;1/2]
et de méme strictement décroissante sur [1/2;1]. Or h(0) =0="h(1) et h(3) =4 x i x5=1:

. /1\

0 0

Donc pour tout p € J0; 1[\ {5}, h(p) < 1. Ainsi —=1 < 0 < z = 4 (1 — 2p) < 1 pour tout p € ]0; 1[\ {1 }.
Donc par (%), ll}r_il_l E (V,,) existe et

lim E(V,)= !

n—too /T —4(1 — 2p).

o4
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27. On suppose que p = %

(a) Posons pour tout n € N,

n

Pn): «E(V,) = (2”)

Procédons par récurrence.
Initialisation. Sin = 0, alors E (V) =E (Up) =E (1) =
est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que &(n) = Z(n
Z(n + 1). Par linéarité, on a

E(Vit1) =E (Vi 4+ Upt1)
=K (Vn) +E (Un+1)

(2n)! 2n + 1 N <2n+2) 1

2n+1
27.»

1. Or (> 25 = 1 x &5 = 1. Donc 2(0)

n

+ 1). Supposons & (n) vraie. Montrons

o +E (Ups1) par hypothése de récurrence

+ Upi1 car Upy1 ~ B (upt1)

2n+1+ on + 2 (1(1 1))”+1 1
— JEE— T — —
92n n+1)\2 2 “arp=g

(n| 2 22n n+1 22n+2
_ (2n+2)! (n+1)?*  2n41 N EEEATR
C(n+1)DH2(2n+1) (2n +2) 22n+2 n+1 )22n+2
_(2n+2 (n+1)? 1 N 2n+2\ 1
S\ n+1)2(n+1)220+2 n+1 ) 22n+2
2n + 2 1
= <n+1)22"+2 2(n+1)+1)
_[(2n+2\2n+3
- n4+1 922n+2
Donc Z(n+ 1) est aussi vraie.
Conclusion,
2n\2n+1
(b) Par la question précédente, pour tout n € N,
C@2n)2n+1
E(Vn) = ()2 P

Donc d’apres I'équivalent de n!,

n——+oo e
~ V2(@2n+
n—-+o0o



-
A
e Yoo Mathématiques PTSI, DS10 Cor Samedi 22 juin 2024

Or lim v2(2n+1) (g)n = +o0. Conclusion, lorsque p = %,

n—-4o00

lim E(V,) = +oc.

n—-4o0o

Lorsque la marche aléatoire est centrée : p = %, alors la puce passe une infinité de fois par 'origine c’est ce

que souligne la derniére question. Tandis que si la marche aléatoire est avec une dérive : p > 1/2 (la puce
a davantage tendance a monter) ou p < 1/2 (davantage tendance a descendre) alors la puce va passer un
nombre fini de fois par lorigine, et donc son nombre moyen de passages tend vers une valeur finie (question

:

Probléme II - Géométrie

On se place dans ’espace rapporté a un repere orthonormé R : (O, 7, 7, E)
Partie 1 : Plan tangent a une sphere

Dans cette partie, on considere I’ensemble S d’équation cartésienne :

3
x2—2x+y2—|—22—2y+§:0.
1. L’équation peut s’écrire :

3
(x—1)2—1+(y—1)2—1—|—z2—|—§:o & (z—12+(y—1)2+22==.

Conclusion, on reconnait ’équation de

la sphere de centre (1,1, 0) et de rayon

Sl

2. 0 est fixé donc il faut « lire » correctement cette équation :

sin (0)
\/é

3. Méthode 1. Puisque My € Dy, et que U est un vecteur directeur, on a

Qo = My + pw (Mp)

(MpQ, ) T
172

My (0, cos (), ) est un point de Dy et U : (1,1,0) un vecteur directeur.

- - 1—cos(0)], |1
0 : 1
__sin(6)
5 0
1+1

2 — 0
N cos (6)

11/14
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Conclusion,

2 —cos () 2+ cos(f) sin(0)
2 ' 2

)

Meéthode 2. Si on note (x,y, z) les coordonnées de 2y alors on doit avoir Qy € Dy et Q2Qy orthogonal
A T soit <mg, U} =0.

Le point €2y a donc pour coordonnées (

=t

y =t+ cos(6)
z = sin (0)v/2
injectant la premiere équation dans la deuxiéme : y = x4 cos (f). On tire donc de ces deux équations :
2y = 2+ cos (A) soit y = 1 + cos (0)2 et donc x = 1 — cos (#)2. Conclusion,

. Pour la premiere partie de la question, il suffit d’injecter les coordonnées du point dans I’équation de
la sphere :

La deuxieme relation donne x —1+y —1 = 0 soit x +y = 2. Or on a aussi . soit en

2 —cos () 2+ cos(f) sin(0)
2 ' 2

Le point €2y a donc pour coordonnées (

(2 —1)* + (y — 1)® + 2% = cos? ()4 + cos? (0)4 + sin® (A)2 = cos? () + sin? ()2 = 12.

Ensuite, un peu de géométrie, vous verrez I’année prochaine comment obtenir directement I’équation
du plan tangent a une surface (ici la sphere), mais pour le moment, le plan tangent a la sphére en un
point M est celui qui passe par M et qui admet comme vecteur normal le vecteur QM. Or ici par
construction le vecteur directeur de Dy est orthogonal au vecteur Q—Qg donc cette droite est dans le
plan passant par {2y et de vecteur normal Q—Qg. Conclusion,

Conclusion,

‘D@ est incluse dans le plan tangent a S en §y. ‘

. La encore préférez la technique « jolie » : en notant P le plan cherchée et M (z,y,z) € &.

My eP o (00 30) =0
o TS0 (g, O) @O, wO)
SH\I/(;) (z = SH\;?) —0.
Conclusion,
COS2(9) (y— =) + Sir\l/(;) z—12=0.

Partie 2 : Etude d’un ensemble C

Soit D une droite passant par le point A et de vecteur directeur % et soit M un point de l’espace.

6. D’apres le cours,

HU/\

—

AM

|| - HWH . ‘Sin (TL’, W)‘ .

7. Voici une représentation de la situation :
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On cherche donc la distance M H ou H est le projeté de M sur la droite. Or M H = AM ‘sin (1'[, AM ) ‘
donc d’aprés la question précédente : M H = I u‘?:“fw” Conclusion,
| A AM |

Soit D la droite de vecteur directeur 7 + 7 et passant par lorigine. On note C ’ensemble des points a
distance % de cette droite :

1
C= {M(:L‘,y,z) d(M,D) = —} .
V2
8. On applique la formule précédente (méme si on n’a pas réussi a la démontrer) avec A = O et U =
T4+ g
|7+ 7)nor|
M(:C,y, Z) € C <~ = —~ = E
|7 +7]
o lezyeol 1
V2 V2
&z —ny—a)f =1
2, .2 2 _
& X+ 2+ (r—y) =1
Conclusion,

M (z,y,2z) e C & (z—y)* +2:2 = 1.

9. On fait l'intersection de deux surfaces, on obtient en général une courbe. Si M (x,y, z) appartient a
I'intersection de ces deux surfaces alors z = 0 et donc (z — y)2 = 1. On obtient donc la réunion de

r—y=1 r—y=-—1
deux droites : la droite dj : et la droite ds :
z = O z = O

13/]14



-
A
e Yoo Mathématiques PTSI, DS10 Cor Samedi 22 juin 2024

10. Si M (z,y, z) est sur cette intersection Z,,, on a alors :

(x—y)?+2:2=1 (x—y)>=1—2m?2

Z=1Mm zZ=1Mm

Donc si 1 —2m? < 0 soit m € }—oo, \_7% [ U} %, +oo[ alors l'intersection est vide. Si 2m? = 1 alors on

r—y=0 r—y=+1-2m2

a la droite d : . Sinon on a la réunion de deux droites : d,, : et
z=m z=m
x—y=—v1-2m?
d, : Conclusion,
z2=m
: 1 1
0 Sl}—oo,—ﬁ[u]ﬁ,—i-oo[
Ly =< do sim = i%
dm Ud,, sime}—%;%[

11. Attention a la rédaction, on n’injecte pas I'équation de la droite dans I’équation de C cela n’a pas de
sens. Par contre soit M (z,y,2) € Dy alors 3t € R,z =t,y =t +cos(0),z = sin " On caleule donc

V2
(x —y)* 4 222 = (cos (A))? + (sin (A))? = 1. Donc M € C et donc on a bien :

V0 € [0,2], Dy C C. |

12. Soit M (z,y,z) € C, alors z € [\_/—%, %} car 'intersection de C avec les plans z = m est vide en dehors

de cet intervalle. Donc on peut écrire : I\ € [—1,1], 2z = 2 et donc 30 € [0,27], z = Si\n/(g). On a alors

2 _ . 2 _ 2 vz
(x —y)*=1—sin(0)” = cos® (#). Donc

o soit x —y = —cos (A) et donc on peut poser x =t et y =t + cos (A) donc M € Dy.
o soit  —y = cos (#) et donc on peut poser x =t et y =t — cos () donc M € D,_g = Dy

Dans tout les cas le point M est bien sur une des droites Dy et donc on peut en conclure :

CcC U Dy.
6€[0,27]

13. L’ensemble des points de C_)son_t_> les points & une distance fixe d’une droite... ¢’est donc un cylindre
autour de 'axe O + Vect ( 1+ ) De plus par la partie 1 la sphere est tangente a toutes les droites
Dy donc la sphere est tangente au cylindre.
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