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Problème 1 - Calcul algébrique

Pour toute suite de réels (ak)n∈N et tout n ∈ N, on définit Sn =
n∑

k=0

ak

k + 1.

Partie 1 : Quelques sommes classiques
1. On suppose dans cette question que pour tout k ∈ N, ak = 3k + 3.

Déterminer pour tout n ∈ N, l’expression de Sn en fonction de n.
2. On suppose dans cette question que pour tout k ∈ N, ak = (k + 1) ek.

Déterminer pour tout n ∈ N, l’expression de Sn en fonction de n.
3. Soit n ∈ N, n ⩾ 2. On suppose dans cette question que ∀k ∈ J0; nK, ak = (k + 1) (k + n)3.

(a) Montrer que Sn =
2n∑

k=n

k3.

(b) En déduire Sn en fonction de n. On donnera le résultat sous forme factorisée.
Partie 2 : Une somme binomiale

Pour tout n ∈ N, on définit Tn =
n∑

k=0

Ç
n

k

å
2k+1

k + 1.

4. Préciser T0, T1, T2.
5. Montrer que pour tout n ∈ N et tout k ∈ J0; nK, on a

Ç
n

k

å
2k+1

k + 1 =
Ç

n + 1
k + 1

å
2k+1

n + 1.
6. En déduire l’expression de Tn en fonction de n.

7. En déduire pour tout n ∈ N, le calcul de Un =
n∑

k=0

Ç
n

k

å
1

2k (n − k + 1).

8. Soit n ∈ N. En admettant que
n∑

k=0

Ç
n

k

å
1

k + 1 = 2n+1 − 1
n + 1 , calculer Vn =

∑
0⩽i⩽j⩽n

Ç
n

j

å
2i

j + 1.

Partie 3 : Une intégration par partie sur les sommes
Soient (un)n∈N et (vn)n∈N deux suites de réels. Pour tout n ∈ N∗, on pose

Hn =
n∑

k=1

1
k

et Gn =
n∑

k=1
kHk.

On souhaite exprimer Gn en fonction de Hn+1 par deux méthodes.
9. Pour tout k ∈ N, simplifier uk (vk+1 − vk) + (uk+1 − uk) vk+1.

10. En déduire que pour tout n ∈ N∗,
n∑

k=1
uk (vk+1 − vk) = un+1vn+1 − u1v1 −

n∑
k=1

(uk+1 − uk) vk+1 (⋆) .

11. En posant uk = k2 et vk = k − 1, retrouver pour tout n ∈ N∗, la valeur de
n∑

k=1
k2.

12. Méthode 1.
(a) On définit la suite (vk)k∈N par récurrence en posant v0 = 0 et pour tout k ∈ N, vk+1 −vk =

k. En sommant, déterminer pour tout n ∈ N, vn+1 en fonction de n.
(b) En déduire pour tout n ∈ N∗ une expression de Gn en fonction de n et de Hn+1.

13. Méthode 2.
(a) Montrer que pour tout n ∈ N∗, Gn =

∑
1⩽i⩽j⩽n

j

i
.

(b) En déduire à nouveau une expression de Gn en fonction de n et de Hn+1.
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Problème 2 - Complexes

Pour tout α ∈ C, on définit

f :
C∗ → C

z 7→ z2+α
2z

Partie 1 : Quelques calculs

1. Calculer la forme polaire de 2i et de
√

3 − i.
2. On suppose que α = 4i.

(a) Calculer f (2i) et préciser sa forme polaire.
(b) Calculer f

(√
3 − i

)
et préciser sa forme polaire.

3. On suppose que α = 1.
(a) Soit z ∈ U. Montrer que f (z) ∈ R.
(b) Soit θ ∈ R. Calculer f

(
ei θ

)
.

(c) En déduire que f (U) = [−1; 1]. On procédera pour double inclusion.
4. On suppose que α ∈ R∗+. Déterminer f← (iR) = {z ∈ C∗ | f(z) ∈ iR}.

Partie 2 : Etude d’une suite complexe

Soit β ∈ C tel que Re (β) > 0. On pose alors α = β2 et on note

P+ =
ß

z ∈ C
∣∣∣∣ Re
Å

z

β

ã
> 0
™

.

5. Soit z = a + ib ∈ C \ iR.
(a) Justifier que z ̸= 0 et calculer la forme algébrique de 1

z
.

(b) Montrer que Re (z) Re
(1

z

)
> 0.

6. Soit z ∈ C tel que z
β

∈ C \ iR. Montrer que Re
Ä

z
β

ä
Re
Ä

α
βz

ä
> 0.

7. Démontrer f (P+) ⊆ P+.
On fixe z0 = α et pour tout n ∈ N, on pose

zn+1 = f (zn) et wn = zn − β

zn + β
.

8. Montrer que pour tout n ∈ N, zn existe et zn ∈ P+.
9. En déduire que pour tout n ∈ N, wn existe.

10. Montrer que pour tout n ∈ N, wn+1 = (wn)2.
11. En déduire pour tout n ∈ N, une expression de wn en fonction de w0 et de n.
12. (a) Démontrer que |β − 1|2 < |β + 1|2.

(b) En déduire que |w0| < 1.
(c) En déduire également que pour tout n ∈ N, |wn| < 1.

13. Montrer que pour tout n ∈ N, zn = β 1+wn

1−wn
.

14. On rappelle que pour q ∈ C, si |q| < 1, alors lim
n→+∞

qn = 0. Conclure en donnant la limite de
zn.
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Problème 3 - Fonctions usuelles

On considère les fonctions définies lorsque c’est possible par

f(x) = arcsin
(x

2 − 1
)

et g(x) = 2 arctan
Å…

x

4 − x

ã
.

On souhaite montrer l’égalité suivante :

∀x ∈ [0; 4[ , g(x) = f(x) + π

2 . (⋆)

Partie 1 : Méthode 1, par la dérivation

1. Déterminer Df le domaine de définition de f .
2. Préciser f(0), f(2) et f

(√
3 + 2

)
.

3. Déterminer Df ′ le domaine de dérivabilité de f .
4. Montrer que pour tout x ∈ Df ′ ,

f ′(x) = 1√
x (4 − x)

.

5. Déterminer I le domaine de définition de g.
6. Préciser g(0) et g(2).
7. Résoudre l’équation g(x) = π

3 .
8. Déterminer I ′ le domaine de dérivabilité de g.
9. Montrer que pour tout x ∈ I ′,

g′(x) = 1√
x (4 − x)

.

10. Etablir (⋆).

Partie 2 : Par de la trigonométrie

On fixe x ∈ [0; 4[.
11. Soit u ∈

]
−π

2 ; π
2
[
.

(a) Exprimer tan′(u) en fonction de tan(u).
(b) Exprimer tan′(u) en fonction de cos(u).
(c) En déduire que pour tout t ∈ R, cos2 (arctan(t)) = 1

1+t2 .
12. En déduire cos (g(x)).
13. Calculer cos

(
f(x) + π

2
)
.

14. En déduire (⋆).

Partie 3 : Un peu d’hyperbolique

15. Résoudre l’équation ch(y) =
√

2, d’inconnue y ∈ R.
16. En déduire A =

{
y ∈ R

∣∣ 2 ch2(y) ∈ [0; 4[
}

.
17. A l’aide de (⋆), montrer que

∀y ∈ A, 2 arctan

Ñ
ch(y)»

2 − ch2(y)

é
= arcsin

(
sh2(y)

)
+ π

2 .
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