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Probleme 1 - Calcul algébrique

n

Pour toute suite de réels (ay), oy et tout n € N, on définit S, = >
k=0

ayg
E+1

Partie 1 : Quelques sommes classiques

1. On suppose dans cette question que pour tout k € N, a;, = 3k + 3.
Déterminer pour tout n € N, 'expression de S,, en fonction de n.

2. On suppose dans cette question que pour tout k € N, a;, = (k + 1) e.
Déterminer pour tout n € N, I'expression de S,, en fonction de n.

3. Soit n € N, n > 2. On suppose dans cette question que Vk € [0;n], a, = (k4 1) (k +n)>.
2n
(a) Montrer que S, = > _ k°.
k=n
(b) En déduire S,, en fonction de n. On donnera le résultat sous forme factorisée.

Partie 2 : Une somme binomiale

n n 2k+1
Pour tout n € N, on définit T}, = ];) Nt

4. Préciser To, Tla TQ. n 2k+1 n+ 1 2k+1
5. Montrer que pour tout n € N et tout k& € [0;n], on a P il W s
6. En déduire I'expression de 7T, en fonction de n. + tljnt

" 1
7. En déduire pour tout n € N, le calcul de U,, = kz:;) (Z) m

. " (n 1 ntl 1 n\ 2°
8. Soit n € N. En admettant que E = , calculer V,, = § )= )
s k)k+1 n+1 o<icyen \J J J +1

Partie 3 : Une intégration par partie sur les sommes

Soient (un),,cn €t (Vn), ey deux suites de réels. Pour tout n € N*, on pose
n 1 n
HRZZ* et Gn:Zka
ik k=1
On souhaite exprimer G,, en fonction de H,,; par deux méthodes.

9. Pour tout k € N, simplifier u (vgy1 — vx) + (Ukr1 — Ug) Va1
10. En déduire que pour tout n € N*,

n n

Z g, (Vg1 — Vk) = Unj1Unt1 — U0) — Z (Up41 — Uk) Vg1 (%)
k=1 k=1

11. En posant u; = k% et v, = k — 1, retrouver pour tout n € N*, la valeur de Z k2.
12. Méthode 1. k=1

(a) On définit la suite (vy),cy par récurrence en posant vy = 0 et pour tout k& € N, vpy1 —v), =
k. En sommant, déterminer pour tout n € N, v,,.1 en fonction de n.
(b) En déduire pour tout n € N* une expression de G,, en fonction de n et de H,,;.

13. Méthode 2. _
(a) Montrer que pour tout n € N*, GG, = Z l

1<i<j<n

(b) En déduire a nouveau une expression de G,, en fonction de n et de H, .
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Probléeme 2 - Complexes

Pour tout a € C, on définit
C —- C

22 4a
Z 5

Partie 1 : Quelques calculs

1. Calculer la forme polaire de 2i et de /3 — i.
2. On suppose que a = 4i.
(a) Calculer f(2i) et préciser sa forme polaire.
(b) Calculer f (v/3 —1i) et préciser sa forme polaire.
3. On suppose que o = 1.
(a) Soit z € U. Montrer que f(z) € R.
(b) Soit 6 € R. Calculer f (e'?).
(¢) En déduire que f (U) = [—1;1]. On procédera pour double inclusion.
4. On suppose que o € R% . Déterminer f< (iR) = {z € C* | f(z) € iR }.

Partie 2 : Etude d’une suite complexe

Soit 3 € C tel que Re () > 0. On pose alors a = 3? et on note
P+:{ZGC‘R6(Z> >0}.
g
5. Soit z =a+ib € C\iR.

(a) Justifier que z # 0 et calculer la forme algébrique de i
(b) Montrer que Re (z) Re (1) > 0.

6. Soit z € C tel que 5 € C\ iR. Montrer que Re (%) Re (%) > 0.
7. Démontrer f (P,) C P,.
On fixe 25 = «a et pour tout n € N, on pose
Zn — /8
Zntl = f(zn> et Wp, = P +6

8. Montrer que pour tout n € N, 2, existe et 2z, € P,.
9. En déduire que pour tout n € N, w,, existe.
10. Montrer que pour tout n € N, w, 1 = (wn)2.
11. En déduire pour tout n € N, une expression de w,, en fonction de wy et de n.
12. (a) Démontrer que |5 — 17 < |8+ 1|2.
(b) En déduire que |wg| < 1.
(¢) En déduire également que pour tout n € N, |w,| < 1.
13. Montrer que pour tout n € N, z, = fifun,

1—wn

14. On rappelle que pour ¢ € C, si |¢| < 1, alors 1_1&1 q" = 0. Conclure en donnant la limite de
Zn-
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[ Probléme 3 - Fonctions usuelles ]

On considere les fonctions définies lorsque c’est possible par

f(z) = arcsin (g — 1> et g(x) = 2arctan (\/E) .

On souhaite montrer 1’égalité suivante :

Vo € [0;4], g(z) = f(z) + g (%)

Partie 1 : Méthode 1, par la dérivation

1. Déterminer Dy le domaine de définition de f.
2. Préciser f(0), f(2) et f (V3 +2).
3. Déterminer Dy le domaine de dérivabilité de f.
4. Montrer que pour tout x € Dy, X
!
f(@) = NarED)
5. Déterminer I le domaine de définition de g.
6. Préciser g(0) et g(2).
7. Résoudre I'équation g(z) = %.
8. Déterminer I’ le domaine de dérivabilité de g.
9. Montrer que pour tout x € I’ .
/
g'(x) = NzIeE

10. Etablir ().

Partie 2 : Par de la trigonométrie

On fixe x € [0;4].
11. Soit u € }—g,g[
(a) Exprimer tan’(u) en fonction de tan(u)

(b) Exprimer tan’(u) en fonction de cos(u).

1

(c) En déduire que pour tout t € R, cos® (arctan(t)) = -

12. En déduire cos (g(x)).
13. Calculer cos (f(z) + 5).
14. En déduire ().

Partie 3 : Un peu d’hyperbolique

15. Résoudre 'équation ch(y) = v/2, d’inconnue y € R.
16. En déduire A = {y € R | 2¢h®(y) € [0;4[}.
17. A l'aide de (%), montrer que

ch(y)

Yy € A, 2arctan | —=——
2 — ch®(y)

= arcsin (sh2(y)) + g
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