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Corrigé du Devoir Surveillé 2
Calcul algébrique, complexes, fonctions
usuelles

Probleme I - Calcul algébrique

n

a
Pour toute suite de réels (ax),cy et tout n € N, on définit S, = Z b
k1

Partie 1 : Quelques sommes classiques

1. On suppose dans cette question que pour tout k € N, ar = 3k + 3. Soit n € N. On a les égalités entre
réels suivantes :

Conclusion,

‘VnGN, Sn:3(n+1).‘

2. On suppose dans cette question que pour tout & € N, aj, = (k + 1) e*. Soit n € N. On a les égalités

entre réels suivantes :
(k+1)e 3
S -
N R
k=0
On reconnait une somme géométrique de raison ¢ = e # 1. Donc

en-&-l -1
Sp=e'——
n= e e—1
Conclusion,
n+1 -1
VneN, S,=-— =
e—1

3. Soit n € N, n > 2. On suppose dans cette question que pour tout k € N, ar, = (kK + 1) (k + n)3.

(a) On a les égalités entre réels suivantes :

n

_y kjl*”) =3 (k).

k=0 k=0

On pose k =k +n. Déslors, si k=0, ona k =p, si k =n, k= 2n et enfin k = k — n. Ainsi,

2n
S, = Z Z K3 car l'indice est muet.
k=n
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Conclusion,
2n
Sn=Y K.
k=n

(b) Par la question précédente et la relation de Chasles, on a

2n n—1 )
Sn:Zkg—Zk5 carn—12>1
k=1 k=1
_<<2n)(2n+1)>2 ((n—l)n)2
B 2 2
n? 2 2
:Z[(4n+2) —(n—1y]
n2
= - [16n% + 160 +4 —n® 4 2n — 1]
n2
= [15n% + 18n + 3]
3 2
:%(5n2+6n+1).
On observe que —1 est racine de 5X? + 6X + 1. Donc 5X%2 +6X +1 = (X +1) (56X +1).
Conclusion,
3n° 1) (5n + 1
WneN,  Sp= ("+4)(”+ )

1
Vérification, sin=1, Sy = > (k+1)° = 13 423 = 9 ¢ 3rEntl) _ 33236 _ g g
k=0

Partie 2 : Une somme binomiale

Pour tout n € N, on définit

4. Sin=0,o0n a

Sin=1,

Conclusion,

To=2  Ti=4, To==.

5. Soient n € N et k € [0;n]. Par définition du coefficient binomial, on a

nY\ 2F+! n! 2k+1 n! ok+1
k)Jk+1 KkK'n—klk+1 (k+DI(n—Fk)!"

2/o1
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D’autre part,
n+1) 2k (n+1)! 2k+1
E+1)n+1 (k+D!'n+1—-(k+1)n+1

_ (n+1)! 2k+1
(kD! (n—k)n+1

nl(n+1)  2k!
T+ D)l(n—k)'n+1

_ n! k+1
(k+ 1) (n—k)! '

n\ 2k+1 41\ 2k+!
Vn € N, Vk € [0;n], (k)/ﬁ—l:<k:+1>n+1'
6. Soit n € N. Par la question précédente, on a les égalités entre réels suivantes :
n\ 2k+1
<k:) k+1
<n + 1) E
k+1/n+1

kz:%) (Z::: 1> car n+1 ne dépend pas de k.

Conclusion,

Il
M=

Ty
k

Il
o

Il
NE

k

Il
— o

n—|—1

Posons k=k+1. Quand k=0, k=1. Quand k=n, k =n+ 1. Bt k = k — 1. Ainsi,

1 n+1
T, = 2k
" n+1 < )

1 n+1
= n 1 < >2k car I'indice est muet
n
1 Til nt 1\
Cn+1 k
1 e 1 . .
=1 2+1)" — T car on reconnait un binéme de Newton
n
3n+1 -1
n+1
Conclusion,
3n+1 -1
vn €N, T,=—
" " n+1

Vérification : sin =0, TO:%:Q OK!Sin=1,T :%:4 OK!Sin=2,T,=2z1 = 26
Pas de doute, nous sommes bons !
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7. Soit n € N. Posons k =n — k. Quand k =0, k =n, quand k =n, k =0 et k = k — n. Dés lors,

car 'indice est muet

&
= 2=k (k+1)
Sz = (0)-0)
= kJ2n(k+1) n—=k k
_ Zn: n) ok+1
o +1
= \k) 2"t (k+1)
1 z": <n> 2k+1
~ ont1
2ntl —~ kJk+1
T,
2n+1 :
Conclusion, par la question précédente,
3n+1 -1
A4 N Uy=——7"—"-—
neh, n on+1 (n + 1)
n+1 _
Vérification : sin =0, Uy = S0_ 0( )m 7—1 etm:%zl OK'!
" (n) 1 2ntl
8. Soit n € N. On admet que Z = . Nous sommes en présence d’une somme double
= kJk+1 n+1

triangulaire. Sommons en interne sur ¢ et donc en externe sur j :

=Z(”-

o<i<j<n \J

2i
j+1

=0

On reconnait dans la somme interne une somme géométrique de raison 2 # 1,

Vi

n

>

]:

o

D

]:

[e=]

>

]:

0

020t —1

()4
()5
()i

4/

2-1

20
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n 1 on+l _
Or Z (n) 1 = 1 et on reconnait 7;, dans la premiere somme. Donc
o \J/J n
7=0
2ntl 1
Vo=T, — ————
il —1 ontl
= T 1 par la question [6.]
n n
_ 3n+1_1_2n+1+1
N n+1
3n+1__2n+1
N n+1
Conclusion,
3n+l__2n+1
Vn € N, Vp=—-—"+
n+1

0\ 2 1 ntl_on
Vérification : sin =0, Vi = Z (j)j+1:1:16tw=?’12:1.0K.’
0<i<yi<0

Partie 3 : Une intégration par partie sur les sommes

Soient (un),cn €t (Vn),cy deux suites de réels. Pour tout n € N*, on pose

1 n
HR:E:% ot Gp=Y kH,.
k=1 k=1

On souhaite exprimer G,, en fonction de H,4+1 par deux méthodes.
9. Soit £ € N. On a les égalités entre réels suivantes :
Uk (k1 — Vk) + (Ukg1 — Uk) Ukl = UpUkq1 — URVE + Uk 10k 41 — URVk41 = Ukt 1Vkt1 — URVk.

Conclusion,

‘Vk‘ eN, ug (Veg1 — V) + (Uk1 — Uk) Vpy1 = Up41Vky1 — UkUk- ‘

10. Par la question précédente,
Vk €N, g (Vgy1 — Vk) = Upy1Vkt1 — UpVk — (Ugy1 — Uk) Vg1

Soit n € N*. En sommant entre 1 et n, on a
n n n
> ug (kg1 — k) = Y [upg 101 — urtr] — D (U1 — Uk) Vgp1.
k=1 k=1 k=1

On reconnait une somme télescopique, donc

n

Uk (Vg1 — k) = Ung1Uns1 — w101 — O (Upg1 — Uk) Ups1.

M=

k=1 k=1
Conclusion,
n n
Vn € N¥, D g (Vi1 — Uk) = Ung1Vng1 — w1 — Y (Upg1 — Up) Vgl (%) .
k=1 k=1

/o1
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11. Posons pour tout k € N, u;, = k? et v, = k — 1. Par la question précédente, pour tout n € N*,

n

n
(%) & > g (Vi1 — Uk) = Uns1Vng1 — w01 — Y (U1 — Uk) Vgt
k=1 k=1

& zn:kQ(k—l—l—l—(k—l)):(n+1)2(n+1—1)—1><0
k=1

M=

((k+1)* =) (k+1-1)

k=1

M:

& Y KE=mn+1)’n (K +2k+1— k) k

>
Il
—_
x~
Il
—_

(2k+1)k

M:

& zn:k:Q (n+1)*n

e
Il
—_
e
Il
—

n

& ZkQZ(n—i—l)zn—ZZkQ—Zk.
k=1 k=1

n
Posons A,, = Z k%. Dés lors,
k=1

Ap=(n+1)%n—24, Zk: & B4, =m+1)’n-)Y k

k=1
Or on sait que Zkzw Donc
k=1 2
1 1 1
34, = (n41)2n— 0 FD _nHD o gy gy rmED o L

2 2

Conclusion,

Vn € N*,

n(n+1)2n+1)
ZkQ c :

12. Méthode 1.
(a) On définit la suite (vy),cy par récurrence en posant vg = 0 et pour tout £ € N, g1 — v = k.
Soit n € N. En sommant, entre 0 et n, on a

n n

> (1 —vr) = Y _ ke

k=0 k=0

A gauche, on reconnait une somme télescopique tandis qu’a droite on reconnait la somme des
premiers entiers :

nn+1 nn-+1
Unt1 — Vg = (2) & Untl = (2) car vg = 0.
Conclusion,
1
VneN, v = 20D
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(b) Soit n € N*. Posons pour tout k € N*, u, = Hj. Alors, (%) donne :

(*) & Z (Vk41 — k) = Ung1Un41 — w01 — Y (Upg1 — Uk) Vgt
] k=1
" k—i—l k—1k nn+1
- k(k+1
_Z(HkH Hk)(2)
k=1
kJrl
Or Hk+1 Hk—zf—zf F—— Ainsi,

n

x) = Zm( kz+1—k+1)> H,,H”(”“)_zn: 1 k(k+1)

2 kvl 2
o Y kHy = Hyy D ”“ an’;
k=1
o G — an(nQ—l—l);n( 2—1—1)
o G = n+1n(n2—|- 1) n (n4—|— 1)
o G — (2Hn+1—1)n(n+1).
4
Conclusion,
Vn € N*, G, — (2Hp+1 — i) n(n+ 1)'
Vérification, sin = 1, on a G1 = Zi:lka =1x H = 11 . ;=1let M =

(2Hy—1)(2) _ 2(3+3)-1 _ 231 _ o _
2 0@ _ 2t %ol 2 oK)

13. Méthode 2.

(a) Soit n € N*. Par définition,

Gn =Y kH.
k=1

Or pour tout k € N*, Hy = Z . Donc
= 1

1<i<k<n

Or l'indice de sommation est muet. Conclusion,

Vne N,  Gn= %

72
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(b) Soit n € N*. Par la question précédente, en inversant ’ordre de sommation,

1 n 1—1
—Z-<Zﬂ— J)
=1 Y \U=0  j=0
_zn:l(n(n—i—l) (z—l)i)
vl 2 2
nn+1) =1l —i—1
T2 ZZ_Z 2
=1 i=1
n(n+1) "Z*:H 1 127‘:,+1Zl
T —— —_— — —_ — Z J—
2 LG T pyl) 24T 2L
=1 =1 =1
~n(n+1) (H 1 >_1n(n+1)
T2 L) 2 2

+1

2

:2((n+1)Hn+1—1—

n—i—l)
2

n(n+1)(2Hp+1 —1)

4

Conclusion, on retrouve bien I’expression de la question [12.b

Vn € N*,

a, = "

4

n

2

n
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Probléeme II - Complexes

Pour tout a € C, on définit

Partie 1 : Quelques calculs

1. On sait que 2i = 2¢€'2. De plus, on a les égalités entre complexes suivantes :

x@—i:2(23—;>:2e%.

Conclusion, les formes polaires demandées sont données par

2 = 2¢'%, V3—i=2e"'%.

2. On suppose que « = 44.

(a) Par définition de f, on a les égalités suivantes entre complexes :
(202 +4i
%) = T
i) ==
I
BT
1+

1

= (—1+1) (1)

Puis,

Conclusion,
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(b) De la méme fagon,

N (V=) 44
(v =5
3-2VBi—1+4i
2(V3—1)
2-2V3Bi+4i
2(VB )
1—3i+2i
V3—i
(1—V/3i+2i) (V3+1i)
3+1
_ VB +i-3i+V3+2v3i -2
4
C2V/3—-2—2i+2V3i
B 4
V3—1+i(V3-1)i

2
= \/§2_1(1—|—i).

De 1a, on en déduit que

(i = Bt (R ) 2=

13

2 2 ¢

Conclusion,

F(VB—i)= \/32_1(1+i)=\/§(\/2§_1) e’

INE]

3. On suppose que a = 1.
(a) Soit z € U. Notamment, z # 0, donc f(z) existe. On a les équivalences suivantes :

fIeR &  f(2)=[(2)
22—1—1:(22—1—1)

< 2z 2z

& P2E+z=22+2 car z # 0

& 2P +z2=2|2* + 2

& Z2+Z=%Z+z car z € Uie. 2| = 1.

La derniére assertion étant vraie, on en conclut que

V2eU,  f(z) €R|

10/]21]
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(b) Soit # € R. On a les égalités entre complexes suivantes :

oy (€)1
f(eZ )_ 2¢i0

e2i9 41
T 200
(% 41) =0

2
00 4 o—if
2

= cos (0) par la formule d’Euler.

Conclusion,

Vo eR, f(ew) = cos (0) .

(¢) On procede comme indiqué par double inclusion. Montrons que f (U) C [—1;1]. Soit z € f(U).
Par définition, il existe u € U tel que z = f (u). Puisque u € U, il existe # € R tel que u = ¢,

Donc par la question précédente,
z=f(u)=f (ew) = cos (0) .

En particulier,
z =cos () € [-1;1].

On a donc établi que pour tout = € f (U), z € [—1;1]. Par conséquent,
fU) € [-1;1].

Réciproquement, soit x € [—1;1]. Alors, il existe # € R tel que x = cos(f) (en posant § =
arccos (x) par exemple). Donc par la question précédente,

x=-cos(0)=f (ei9> .
Posons u = e?. Alors u € U et par suite, f (u) € f(U). Ainsi,

z=f(u) € f(U).

Finalement, pour tout z € [-1;1], on a x € f (U) et donc
[~11] < £(U).

Conclusion, par double inclusion,

|f(U) =[-1;1].|

11/]21
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4. On suppose que a € R’ . Soit z € C*. On a les équivalences suivantes :

z € f< (iR) & f(z) €iR
& fe)=-f(2)
z2+a 72 + « .
& = —— cra=«ocara € R
2z 2z
& (z2+a) 2Z = -2z (Z2+oz) car z # 0
& 22|2|* 4 207 = -2z |2)* — 220
& z|z* + oz = =2 |2)? - 20
& 22 (z+%) +a(z+2) =0
& (|z|2+a) (z+2)=0
& z24+z=0 car |z|*> > 0 et a > 0 donc |z> + a > 0
= 2Re(z) =0
& z €iR.
Conclusion,

/7 (iR) =R\ {0} .|

Partie 2 : Etude d’une suite complexe

Soit B € C tel que Re () > 0. On pose alors a = 32 et on note

’P+:{ZG<C‘R6(Z)>O}.
B
5. Soit z =a+ib € C\iR.

(a) On sait que z ¢ iR, donc et

1 1 a—1b a b

2_a+ib:a2+b2 :a2+b2_2a2+b2'

Conclusion, la forme algébrique de 1/z est donnée par

1 a .b

z:a2—|—b2_za2+b2'

(b) Par définition, Re (z) = a et par la question précédente, Re (1) = Ainsi,

_a _
a?+b2"

1 a?
Re (Z) Re (Z> = m

Donc Re (2) Re (1) > 0. Montrons que Re () Re (1) # 0. Procédons par I’absurde, supposons
Re (z) Re (%) =0 ie. % = 0 et donc nécessairement a = 0 ou encore z = ib € iR, ce qui
contredit ’hypotheése initiale. Conclusion,

Re (z) Re (1) > 0.

z

6. Soit z € C tel que % € C\ iR. Posons 2’ = % Puisque 2’ € C\ iR, par la question précédente,
1
Re () Re (,) >0 &  Re (z) Re <ﬁ> > 0.
z I3 z

12/21
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7. Montrons que f (P4) C P4. Soit z € f (P4+). Montrons que z € P,. Par définition, il existe z; € Py
tel que z = f(z1). Puisque z1 € P4, on a Re ( ﬁ) > 0. Nécessairement, Re( ) # 0 et donc Zl ¢ iR.

Par la question précédente,
«o
Re ( ) Re ( > > 0.
B Bz

Re (;za) > 0.

On veut montrer que z € P, i.e. Re (%) >0.0na

R () =re(F52) = e (557) = e (5) + e (5)

Or, on a vu précédemment que Re (%) > 0 et que Re (6&) > 0. D’ou,

Re <;> > 0.

Ou encore z € P4. Donc on a montré que pour tout z € f (P4), z € P4. Conclusion,

Comme Re ( ) > (0, on obtient

W

f(Py) € Py
On fixe zp = « et pour tout n € N, on pose
2n — B
Z =J(z et Wp, = .
n+1 f( n) n 2+ 6
8. On procede par récurrence. Posons pour tout n € N,
P(n) : « zp existe et z, € Py »

Initialisation. Si n = 0, par définition, zp = a. Donc zg existe. Montrons que a € P4. On a,

Re <g> Re (5;) —Re(B) >0  par hypothése.

Donc zp = a € Py et ainsi Z2(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) vraie et montrons & (n + 1). Par hypothése de récurrence, z,

existe et z, € P4. Donc Re( ) > 0. Nécessairement, " # 0 ou encore z, # 0. Donc z,+1 = f (z)
existe. De plus, z, € P4. Donc, par la question [7]

1 = fzn) € f(Py) € Py,
ce qui démontre & (n + 1).

Conclusion, pour tout n € N, Z(n) est vraie :

‘Vn €N, zn €existe et z, € Py.

13/21
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9. Soit n € N. Puisque z, € P4, on a Re (%”) > 0. Supposons z, + 8 = 0. Alors z, = —f et par suite,

Re (%”) = Re(—1) = —1 < 0, contradiction. Donc z, + 5 # 0. Ainsi, w,, = EZ;g existe. Conclusion,

‘Vn €N, wy, existe. ‘

10. Soit n € N. On a les égalités entre complexes suivantes :

Znt1 — B
Zn+1 + ﬂ
f(z) =B
f(zn) + 8

z%—‘roc o B

2Zn

zg;:a 1B
22— 22,8+«
224+ 22,8+«
22 — 22,8+ 32
22 + 22,8 + B2
_ (2n — /8)2

(2 +B)?

2
n

W41 =

= w

Conclusion,

Vn € N, Wpt1 = (wn)2 )

. L . 2 2
11. Par la question précédente, on a w; = w%, puis we = w? = (wo) = w{‘j, wy = (wo) = wg. Par
récurrence, on montre que

Vn € N, wy, = w3

12. (a) On a les équivalences suivantes :

B-17 <|8+1)? & 18> — 2Re (BT) + 1 < |B]> + 2Re (B) + 1
& 4Re (B) > 0.

La derniere assertion est vraie par hypothese. Conclusion,

18—1P <1 +17.]

(b) Par définition,

lwo| =

w0-B|_|la=B] _|F-8|_|6-1
Py _'OH-ﬁ _|52+ﬁ‘_‘5+1" car $ # 0 car Re () > 0

Or par la question précédente, |5 — 1\2 < |B+ 1\2 i.e. par la stricte croissante de la fonction
carrée sur Ry, |5 — 1| < |8 + 1|. Ainsi,

—1
o] = ’5‘ <1.

B+1

Conclusion,

14/]21
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(c) Soit n € N. Par la strict croissance de la fonction x — 22" sur Ry, on déduit de la question

précédente que

wol” <1 =1 & |uf'|<1 e jul<l
Conclusion,
IVneN, \wn|<1.‘
13. Soit n € N. On a les équivalences suivantes :
_ Zn — ﬁ —
Wy, = & Wp (2n+ 8) =20, — B car on a vu que z, + 3 # 0
Zn + P
& Zn (wy, — 1) = =0 — wy, .

Par la question précédente, |w,| < 1 donc w,, # 1. Ainsi,

= _B_wnﬁzﬁl“‘wn

wy, — 1 1—wy,

Conclusion,

1+ wy,
1—wy,

Vn € N, zn = f

14. On rappelle que pour g € C, si |¢] < 1, alors lim ¢" =0. On a vu que |wy| < 1 et lim 2" = +oo.
n—-+0o00 n—-+0o00

Donc par composée de limites,
. n .
lim w2 = lim wh = 0.
n—-+oo p—+o0

Donc par la question précédente, (zy,),cy converge et

. . 1+ wy
ngr—ir-loozn o nkr—ir—looﬁl — Wp, =5

Conclusion,

lim z, = 0.
n—+oo

En construisant ainsi récursivement (zn),cn Znt1 = f (2n), on construit une suite qui converge vers
une racine carrée de .

15 /21
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Probléme III - Fonctions usuelles

On considere les fonctions définies lorsque c’est possible par

f(x) = arcsin (g - 1) et g(z) = 2arctan ( 1 f m) .
On souhaite montrer 1’égalité suivante :
vee 04, gle) = f@)+
Partie 1 : Méthode 1, par la dérivation

1. Soit Dy le domaine de définition de f. Soit x € R. On a les équivalences suivantes :

reD; —1<§—1<1 = ogggz & 0<z<A4
Conclusion,
P =[0;4].
2. On a
f(0) = arcsin(—1) = —g
2
f(2) = arcsin <§ - 1) = arcsin(0) =0
_(V3+2 (V3)
f(\/§—|—2):arcsm( 5 — 1) = arcsin > ) =3
Conclusion,
JO)==35.  f@=0,  [(V3+2)=

NB : on observe bien que 0 € [0;4], 2 € [0;4] et 0 < V3 +2<2+2=
3. Soit Dy le domaine de dérivabilité de f. Soit € R. On a
x € Dy = —1<§—1<1
x
< 0< 5 <2
2
& 0<z <4

Conclusion,

4. Soit x S Df’,
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Conclusion,

5. Soit I le domaine de définition de g. Soit € R. On a les équivalences suivantes :

zel & existe
4—zx
4 — 0
o { v #
20
=0 <0
=4 ou
4—x>0 4—x<0
x>0 <0 | .
& ou impossible
4>z 1<z
& 0<r<4
Conclusion,
I=10;4].
6. On a

2
g(0) = 2arctan(0) = 0 et g(2) = 2arctan (\/ 42> = 2arctan (1) = 2% = g

Conclusion,

On note bien que 0 € [ et 2 € 1.

7. Soit x € I. On a les équivalences suivantes :

x ™
= & 2 arct ( ) ==
g(z) arctan 1 3

I e S TS
arctan == —arctan | —
4—z 6 V3

X
Rt _— =

1
44—z ﬁ

Attention d ne pas composer par la fonction tangente qui n’est pas injective elle !

s
3

par injectivité de la fonction arctan.

(2) T - T 1 x >0
== — = — ca. =
I =3 i—z 3 g
& 3r=4—-x car4 —xz #0
& 4o =4
54 T =
Conclusion,
g(x)zg & x = 1.

Vérification, six =1, g(1) = 2arctan( 4711) = 2arctan (%) =2¢ =% OK!

17/21]



C
o
e s Ko Mathématiques PTSI, DS2 Cor Lundi 13 Novembre 2023

8. Soit I’ le domaine de dérivabilité de g. Soit = € I (sinon g(z) n’est méme pas définie). On a

rel & % > Ocar u — /u n’est pas dérivable en 0
—x
>0

s v carx >20carx el
4—z>0

- 0<x<A4.

Conclusion,
I' =10;4].

9. Soit z € I'. On a les égalités entre réels suivantes :

/
g(x)=
1+ (75)
1 S|
2= () e
2 ﬁ 4—zx 1+H
_ JA—zd—zxz+tu 1
Ve (et T
A=z 4 d—u
- T (4_x)24—x—|—x
_WVid—x 1
 Vr 4z
B
 Vri—z
Conclusion,
1
Va € 1]0;4][, "(z) =
0, g = s
10. Par les questions [4] et
Ve elosdl,  f(z) =d'(2).
Puisque ]0; 4] est un intervalle, on en déduit que
IC e R, Vx €]0;4], f(z) =g(x) + C.

En évaluant en 2, par les questions 2] et [6]

f@Q) =g@2)+C o 0=g+c o cz—g.
Ainsi,
Veelodl,  f@)=g@)-5 & @)+ =g

Or par passage a la limite quand  — 0, par continuité de la fonction f en 0 de la fonction g en 0,

Conclusion,
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Partie 2 : Par de la trigonométrie
On fixe z € [0;4].
11. Soit u € ]—g; 5 [

(a) La fonction tan est dérivable sur |—%; 2| donc en u et

tan’(u) = 1+ tan®(u).

(b) D’autre part, on sait également que

1

tan’(u) = cos2 ()’

(c) Soit t € R. Posons u = arctan(t). Alors u € |—%; 5 [. Donc par les deux questions précédentes,

1 1 2(u) >0
14 tan?(u) = — = cos? (u) = ———5— p 9% ()
cos?(u) 1 + tan®(u) 1 +tan?(u) >0
1
2
=4 tan(?)) =
cos (arctan(?)) 1 + tan? (arctan(t))
1
2
< tan(t)) =
cos” (arctan(t)) e
Conclusion,
1
vt € R, cos? (arctan(t)) = e
12. On sait que pour tout a € R, cos (2a) = 2 cos?(a) — 1. Donc,
x
= cos (2aretan (/7))
cos (g(z)) = cos ( arctan ( g
= 2cos? (arctan ( v )) -1
4—x
1 . . x
=2—— —1 par la question précédente avec t =
1+ ( L) 44—z
4—z
1+ %
_ 4—z
4 —z+tz
4
2
_2-x
2

Conclusion,

cos(g(x))=1-— 5

13. On a les égalités entre réels suivantes :
77

coS <f($) + *) = —sin (f(7))

2
. . x
= —sin <arcsm (— — 1>>
2
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Conclusion,

14. Par les deux questions précédentes,

cos(g(xz))=1— g = cos (f(:v) + ﬂ) )
Donc il existe k € Z tel que

g(x) = f(z)+ g + 2k ou g(x) =—f(x) — T 4 2kn.

Or pour tout u € [—1;1], arcsin(u) € [-5; 5]. Donc

wol3

fa)e =53] e f@+Feoinl

2o

D’autre part, pour tout u € R, arctan(u) € [0; 5 [ Donc pour u = \/g e Ry,
g(x) = 2arctan(u) € [0;7].

Nécessairement, k = 0 et

Partie 3 : Un peu d’hyperbolique

15. Soit y € R. On a les équivalences suivantes :

Y ey
ch(y) = V2 & % =2 & eV 4+e¥ =22

Posons X = e¥. Des lors,

ch(y)=vV2 & X+%:2\@

& X2 4+1=2V2X car X =€ #0
& X2-2V2X +1=0.

Soit A le discriminant associé. On a A = 8 — 4 = 4. Ainsi,
ch(y) = V2 & X = =V2+1 0U X=v2-1

= e/ =v2+10U &/ =v2-1
& yzln(ﬂ%—l) ou yzln(\/ﬁ—l) car vV24+1>0et v2—1>0.

22+ 2
2

Conclusion, ’ensemble des solutions de I’équation est donné par

7 ={ln(vV2+1);ln(vV2-1)}.
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16. Soit A= {y € R|2ch*(y) € [0;4[}. Soit y € R. On a les équivalences suivantes :

yeA & 2ch?(y) € [0;4]
& 0 < 2ch?(y) < 4
& 0<ch?(y) <2
& —V2 < ch(y) < V2
&= ch(y) < V2 car ch(y) > 1.

Or par le graphe de la fonction ch et la question précédente, on obtient

T —00 In (ﬂ — 1) 0 In (\/§—|— 1) 400
+00 +00
ch \\/5 \/5/
\ 1 /
Conclusion,

A=]n(v2-1);ln(vV2+1)[.

17. Soit y € A. Posons z = 2ch?(y). Par définition de A, 2 € [0;4[. Donc par (%),
T
o) = @) + 5
& 2arctan 4f ) = rcsm z 1) _|_g

& 2 arctan

| 2ch?(y ch2 2ch?(y) ™
Y y)) —arcsm 2 —1 —1—5

/-~

ch?(y
& 2 arctan 5 h2 = arcsin ( ch (y)—1) +
& 2 arctan = arcsin (ch®(y) — 1) + z car ch(y) >0
V2 - ch2 2
& 2arctan = arcsin ( shz( ) + z car ch?(y) — 1 = sh?(y).
\/2— ch2 2
Conclusion,
ch(y)

Yy € A, 2arctan = arcsin (shQ(y)) + g

2 — ch®(y)
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