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Corrigé du Devoir Surveillé 3
Equations complexes, calculs d’intégrales,
équation différentielles d’ordre I

Probleme I - Equations complexes

) C —- C o
Soient a € C et f : . Pour tout n € N*| on définit

z = az+3—1

fo=fofo---of.
—

n fois

En particulier, Vz € C, f1(2) = f(2), fa(2) = fo f(2) = f(f(2)) etc.

On pose également,
Zn = fn(241).
Partie 1 : A ’ordre 1

1. Soit a € C. Par définition de z1, on a les équivalences suivantes :

21=0 & fi(2414) =0

& f(241)=0
& a(24+19)+3—-i=0
N a_—3+z’_(—3+i)(2—i)_—6+3i+2i+1__1+2,
244 4+1 B 5 B '
Puis,
2 2 3
a:—1+i=\/§(—\2[+i\2[):fe234.
Conclusion,

z1=0 & a:—1+i:ﬁei%.

2. On suppose dans cette question que a = i.

(a) Pour tout z € C, on obtient
f(z) =iz+3—1i.
Puisque a =i # 0, f n’est pas une translation. Cherchons son point fixe. Soit w € C. On a les
équivalences suivantes :

flw) =w & twH+3—i=w
& (l-dw=3—i
3 . . o
o " 2.2(3 z)(1+2):3+32 Z+1:2+z’.
1—2 2 2

Fixons désormais w = 2 + 7. Des lors, pour tout z € C,
i(z—w)tw=i(z—2—i)+2+i=iz—-2i+1+24+i=iz24+3—1i= f(2).
D’ou ‘
Vz € C, f)=i(z—w)tw=¢e2(z—w)tw.

Conclusion,

f est une rotation d’angle g et de centre w = 2 + 3.
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(b) Par la question précédente, w = 2 + i est le point fixe de f. Donc
21=nh02+i)=f(w)=w=2+1.

D’autre part,
f(=143i))=—-i—34+3—1i=—2i.

Conclusion,

l21=2+i et  f(-1+43i)=—2i]

(c) Soient A (—2i), B(2+1) et C'(—1+ 3i). Par la question précédente, C' est I'image de A par f.
Or f est la rotation de centre B et d’angle 7. Donc C' est I'image de A par la rotation de centre
B et d’angle 5. Nécessairement,

‘ABC est rectangle isocele en B.

On obtient le graphique suivant :

N
v

3. Soit a € C. On a les équivalences suivantes :

a€9 & z1 €R

& fi2+i)eR
& a(2+i)+3—-ieR
& a24+i)+3—i=a(2—i)+3+1
& 2(a—a)+i(a+a)=2i
& 4iIm (a) + 2iRe (a) = 2i
& 2Im (a) + Re(a) =1
Posons a = = + iy. Des lors,
1
a€Y & 2u+x =1 & y:—g —.
2 2
Conclusion,
. . , . z 1
9:{a2x+zy€C\2y+x:1}estladr01ted’equat10ny:—§+§.
On obtient

2/i9
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\ 4

4. Soit a € C. On a les équivalences suivantes :

a€E

54

z1€U = a2+i)+3—-ie€U
s 1=]la@+)+3—iP=@@2+)+3-9)(@2+i)+3—1)
& (a4 +3-i)@2—-i)+3+i) =1
& aa(@d+D)+a2+i)B+i)+aB-i)2-)+9+1=1
& Slaf+a(6+24+3i—1)+a(6—3i—2i—1)+9=0
& 5laP+a(B+5)+a(B-5)+9=0
9
& ya|2+a+a+i(a—a)=—g
&= la|* + 2Re (a) — 2Im (a) = —g.

Posons a = = + iy, (x,y) € R2. Alors,

Conclusion,

9
ae¢ & $2+y2+2$—2y:—g

9
& (:c+1)2—1+(y—1)2—1:—g

& (x~|—1)2—|—(y—1)=%.

5
% est le cercle de centre —1 + ¢ et de rayon =
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v

Partie 2 : A 'ordre 2

5. Soit u = x + 4y. On a les équivalences suivantes :

. \2 .

— 846

EoU e {@j“f) 6
ul” = |U

N 22 — y? + 2izy = —8 + 61
2 4+ y% = /64 + 36 = /100 = 10
x2—y2:—8
& 2?2+ 4% =10
20y =6
22 =1
& =9
20y =6
r=—1
& car xy >0
{ {y=—3
& u=14+31 OU u=—-1-—31.

Conclusion, ’ensemble des racines carrées de U est

7 = {1+3i;-1-3i} .|

Vérification : u2 = (1+3i)> =14 6i —9 = —8 + 6i OK!
6. Soit z € C. On a les égalités entre complexes suivantes :
fo(2)=fof(2)=f(f(2)=flaz+3—i)=a(az+3—i)+3—i=da’2+(B—i)(a+1).
En particulier, pour z = 2 + 1,
zo=fo(24+i)=a*(2+i)+(3—14)(a+1).

Conclusion,

Vz2eC, falz) =a*z24+ (3—i)(a+1) et m=a?2+i)+B—i)(a+1).
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7. Soit a € C. A laide de la question précédente, on a les équivalences suivantes :

29 =241 & a?2+i)+B—i)(a+1)=241

& 2+i)a*>+(3—-i)a+3-i—-2—-i=0

& (2+i)a’+ (3—i)a+1—2i=0.
Soit A le discriminant associé. On a

A=3-i)2—4(2+14) (1 —2)
=9—6i—1—-4(2—4i+i+2)
=8—6i—4(4—3i)
=8—6i—16+12
= —8 + 6i.

On reconnait le complexe U de la question [5.| Ainsi, § = 1 + 3¢ est une racine carrée de A. Donc

vy — D4 - 3 +i+1+3 Ua_—3+i—1—3i
2T T 2(2+44) T 2(244)
o —24 4 ou —4 — 23
a=—- a=—-
2(2+1) 2(2+1)
—14 2 —2—1
& a = — OU a = -
241 241
—1+20)(2—1
= a:( + ;)( ) oUu a=-1
—2+i+4i+2
& a = 3 =1 OU a=—1.

Conclusion, ’ensemble solution est donné par

Vérification, sia=—1, onaz=a*>(2+i)+B—i)(a+1)=2+i+0=2+1i OK!
Sia=i,onaz=a>2+i))+0B—i)(a+1)=—-2+i)+B—i)(1+1i) = —2—i+3+3i—i+1=2+i
OK!

Partie 3 : A 'ordre n

C —» C
On note Id¢ la fonction identité sur C : .

zZ = Z

8. Soit z € C. Procédons par récurrence. Posons

n—1
Vn € N¥, P(n) : « fn(2) :a”z—|—(3—i)2ak. »
k=0
Initialisation. Si n = 1, alors,
fi(z) = f(z) =az+3 —1i.
D’autre part,
n—1 0
a”z+(3—i)2ak :az—i-(?)—i)Zak —az+(3—i)a’ =az+3—i.
k=0 k=0
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Donc (1) est vraie.
Hérédité. Soit n € N*. Montrons que #(n) = Z(n+ 1). Supposons que Z(n) est vraie. Alors,

Par suite,

n—1
fos1(z) = fofu(z)=f (a"z +(B3-4)) ak>
k=0

n—1
:a<anz+(3—i)2ak> +3—1

k=0

n—1

=a"2+(3-0)) d"t+3 -
k=0

Posons k=k+1.Sik=0,k=1etsik=n—1, k=n. Do,

for1(z)=a" 24+ (3—49)> a"+3—i

n
=a""2 4 (3—14) (Z ak + 1) car la variable est muette
k=

Donc & (n + 1) est vraie.

Conclusion, pour tout n € N*, &(n) est vraie :

Vz € C, Vn € N*, fn(z):a”z+(3—i)§ak.
k=0
On fixe pour la suite n € N*,
9. Soit a € C. On a les équivalences suivantes :
— fn(0) =3—1 & fn(2+i)—fn():3—z'
& a"(2414)+(3—1) Za —a" x0—( —i)nilak:fi—i
-

par la question précédente
& a"(2+1i)=3—1
n 3—1 (3—-9)(2—-17) 6-3i—2i—1

“ T2t 5 5 '

o oo f(f_f> VieiE

1r . (8k—1)m
& Jk € [0;n — 1], a= V2 T HEE) = /e -

Conclusion, ’ensemble solution est donné par

(Sk 1)

7 ={ W2 T ‘ke[[o;n—l}]}.

/19
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10.

11.

12.

Soit (a, B,a’, B') € C*. Procédons par double implication. Supposons que
(VZE(C, az—i—,@’:o/z—f—ﬁ/).
En particulier, pour z = 0, on a 8 = 8’. Donc on obtient que
V2€C, az+B=dz2+p & V2€C, az+B=dz2+8 & V2eC, az=dz
En particulier, pour z = 1, on a o = /. Ainsi,

a=a

Vz € C, +B8=adz+p
(ze az+pP=az ,8) = {525/.

/

., alors pour tout z € C, az + 3 = o’z + 4. Donc on a aussi

Réciproquement, si {

{gigll = (VzeC, az+pB=0d2+p).

Conclusion,

a=a

B=p.

(VzeC, az+pf=dz+p) & {

Si a € U, alors on sait que a™ = 1. Donc par la question [8]

n—1 n—1
vz € C, fn(z):anz—i—(?)—i)Zak:z+(3—i)2ak.
k=0 k=0

Or on reconnait une somme géométrique de raison a. Premier cas, a = 1. Alors,
n—1
Vz € C, fn(z):z+(3—i)21:z+n(3—i).
k=0
Deuxieme cas, a € Uy, \ {1}. Alors,

=z car a™ = 1.

V2eC,  fa(z)=2z+(3—1)

Conclusion,

Vz € C, fn(z):{z~l—n(3—i) sia=1

z siaeU,\{1}.

Par la question précédente, on a établi que
a €U, \ {1} = fn=1dc.

Réciproquement, supposons que f,, = Id¢. Alors,

n—1
Vz € C, fn(2) =2 & Vz € C, a”z+(3—i)2ak:z.
k=0
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Posons a = a", = (3 — 1) ZZ;& ak, o/ =1 et / =0. Par la question on obtient que

N {aEUn
n—1 Lk __
k=0 @ =0

a €U,
acUp,\ {1}
& acU,\{1}.
car les racines de 1 + X + X? 4+ --- + X" ! sont les racines n-ieme de 1'unité différentes de 1. Ainsi,
fn =1dc = acU,\{1}.

Conclusion,

lacUN\{1} &  fo=Idc|

13. On suppose que a € U, \ {1}.

(a) Par la question précédente, f, = Idc. Donc

(20 = fu(2+i) =2+1.]

(b) Soit m € N*. Soit ¢ le quotient et r le reste de la division euclidienne de m par n : m = gn +r.
On observe que

2m = fm (2+1i)= fo---of (2+1)
Y foi
m=qn-+r fois

=fo---ofofo---of(241)

r fois gn fois

:frofo--~ofo--~ofo---of(2—|—i)
—_— —_—

n fois n fois

q}gis
:frofno"'ofn(2+i)
—_—

q fois
= froldgo---oldc (2 +1)
—_—

q fois

Or pour tout z € C, Idc o Idc(z) = Ide (Ide(2)) = Ide(z) = 2. Donc Idc o Ide = Ide. Par

récurrence,
Zm = froldc (241)=fr (2+1) = 2.
Conclusion,
Zm = Zr.
La suite (zy),cn- est alors cyclique et décrit (z1,22,...,2p-1,2+ 0,21, ., 2p-1,2 +1,...).
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Probleme II - Intégration

On fixe dans tout ce probléme I = ]0;+o00[ et on pose pour tout n € N,

T 7577,—1
Vo el Fo(r)= [ —dt
veh (=) /1 1+ ¢
Partie 1 : Quelques calculs de F}

1. Soit n € N. Pour tout t € I, 1 +2> > 1> 0 et t > 0 donc la fonction f : t % est continue sur /
(y compris si n = 0 et donc t"~! = % ). De plus 1 € I. Donc

‘par le théoreme fondamental de ’analyse, la fonction F;, est bien définie sur I

et est méme une fonction €' sur I en tant quunique primitive de f s’annulant en 1.
2. Soit x € I. On a

r 1

On reconnait la dérivée de la fonction arctan :
Fi(z) = [arctan(t)]'=] = arctan(x) — arctan(1).

Conclusion,

Vo e I, Fi(z) = arctan(z) — Z

3. Soitz €I1.0n a .y
Fg(l‘) :/ dt.
1

1+t

~ !
On reconnait du ;‘—u :

Fy(x) =

1 9a\1t=r  In 14+ 22) —In(2
i[m(‘lﬂ‘)}t:l: ( 2) @

Conclusion,

In(1+22) —1n(2
Vrel, Fz(x):n(+x2) n(2)

Vérification : F'(z) = 3355 = T OK!

T t2
Fy(z) = /1 dt.

4. Soit x € I. On a

1+t
On extrait la partie entiere :

T2+ 11

Fg(.%'):/l ——dt

1442

z 1
= 1———dt
/1 14 ¢2

—r—1-— [arctan(t)]ij

=z — 1 — arctan(z) + arctan(1).

Conclusion,
Vo €1, Fs(x) :x—arctan(x)+% -1
Vérification : Fi(x) =1 — 1+1x? = 1?1151 = l_fig OK'!

o9
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5. Soit (a,b,c) € R3, pour tout t € I, on a

1 a bt+tc 1 a(l+8)+(bt+c)t
i+ 1 ire 7 t(1+1t2) t(1+12)
- 1 at’+a+b’+ct
t(1+12) t(1+412)
- 1 _(a+b)t2+ct+a
t(1+4t2) t(1+1t2)

On note alors qu’il suffit de prendre

a+b=0 b=—a=-1
c=0 < c=0
a=1 a=
Conclusion, pour a=1,b=—1et ¢=0, on a
1 1 t
vtel, ——=-— ——.
t(1+82)  t 1+
s . . 2_ 42
Vérification :%— 1th2 = 1tJ(r1t+t2t) = (Htg) OK!

6. Soit x € I. Pour n =10, on a

v gl v 1
F = —_— ey _— .
0(@) /1 e /1 t(l—i—t?)dt

Donc d’apres la question précédente,

Fo(ﬂ?):/lxl— '

t 1+1t2
|: 1 9 t=x
= (In(jt])) —zIn(|1+¢ }
()
1 1
zln(x)—ﬁln(l—l—a?)—O+§ln(2) car z > 0.
Conclusion,
1 1
Vo e I, Fo(z) = In(x) — 3 In (1+ x2) + 3 In(2).
L. . o 1 1.2 _ 1 /
Vérification : Fy(z) = 3 — 57522 = 3 — 1152 OK!

7. SoitneNetzel Ona

x tn_ x tn
F F = ——dt ——dt
n(@) + Farale) = [ ot + [

T $n— 1 tn—i—l
= / dt par linéarité de 'intégrale
142

T 1 t2
:/ 1 gy
1 1+t2

T
= / L.
1

Premier cas, si n # 0, alors,
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Second cas, si n = 0, alors

Fo) + Fala) = [ 3 dt = ()= = (o).

On remarque que cela est cohérent avec les questions [3] et [6] car nous avions

1 1 In(1+2%) —In(2
Fy(x) + Fa(z) = In(x) — §ln (1—1—1‘2) —1—5111(2)—1— n —|—x2) n(2) = In(x).

Conclusion,
z" 1 :
£ = 0

Vel VneN,  Fu@)+ Faps(a) =40 0 507

In(x) sin=0.

En particulier, pour n = 2,

z?2 1 x?
Vo eI, Fy(z) + Fy(z) =5 "5 & Fy(z) = ?—I—Fg(l‘).

Donc par la question

i In(1+2%) —In(2) _2?-In(1+2?) +In(2) -1
Vo e I, F4(x):g;_;_n( +:c2) n():l“ n ( +:c2)+n() .

Partie 2 : Applications
On admet que pour tout x € R,
F3(z) = © — arctan(x) + % — 1.
8. On note que la fonction ¢ — tarctan(t) est continue sur R donc sur [1; \/ﬁ] et donc . Posons
=",
vVt € [1; \/g} ; u() =73
v(t) = arctan(t).
Les fonctions u et v sont €' sur [1; \/3] et

vt e [1;V3] {u/(t) =t

v(t) = H%

Donc par intégration par parties,

V3
A= / tarctan(t) dt
1

£2 =V3 VB2
[
t=1 1

5 arctan (t) 5 m

3 1 1
=5 arctan (\/3) ~ 3 arctan(1) — §F3 (\/3) .

Donc par la question

A:%><g—%x%—%(\/g—arctan(\/g)—k%—l)
T T 3 © =wm 1
“378 276 872
b 1—-4/3
12 2
Conclusion,
5w 1—+3
12 2
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9.

10.

On note que pour tout t € R, 1 4+ e* > 1 > 0. Donc la fonction ¢ % est continue sur R donc
notamment sur [0; 1], donc . Posons pour tout t € [0;1], s=¢' & t=1In(s). Sit=0,s=1.

Sit =1, s =e. Enfin, la fonction In est ¢! sur [1;¢] et dt = 9. Ainsi,

1 g3t e ¢ ds e g2
o 1+ e?t 1 1452 s 1 1452 y 3(6)

Conclusion, par la question [4]

B:e—arctan(e)—l—%—l.

Pour tout t € [0;1], 1+¢>1> 0 donc t — 1—\4@ est continue sur [0; 1] donc

Posons s = v/t. Sit =0,s=0etsit =3, s =+/3. De plus t = s2. La fonction s — s est €' sur
[0; 3| et dt = 2sds. Donc par changement de variable,

3
C = idt
o 1+1

V2o
= /0 sz ds
V3 2
= 2/0 152 ds
=2(F (v3) - F(0)).
Toujours par la question [4]

2
C:2<\/§—arctan(\/§)—1—2—1—04—0—%—1—1):2\[—§.

Conclusion,

2
szf—g.

12/19
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Probleme III - Equations différentielles d’ordre 1

On considere les équations différentielles suivantes :

(E™) Vz €10;4+00], xy(z)+(1—2)y(z) ==
(F) Vz €10;4+o00], xy'(z)+ (1 —2)y(z) =z + cos(x)
(E7) Vz € ]—00;0[, zy'(x)+ (1 —2)y(z) =2
(E) Ve €R, zy/(z)+(1—z)y(z) ==

1. La fonction A\ : z — xe™® est continue sur R donc ‘admet des primitives sur R.‘ De plus, par le
théoréme fondamental de 'analyse, 'une d’elles est donnée par

xT
F: :17»—>/ te tdt.
0
Soit € R. Posons

vVt € R, {u

Les fonctions u et v sont €1 sur R et

Ainsi, par intégration par parties,

Fla)= [ tetdl= e B
(z) = | te t=[-te™],_, — | —eTdt
x
:—xe_m+0+/ e tdt
0
= e+ e

= —ge T —e T +1.

Conclusion, ’ensemble des primitives de A est donné par

R — R
P = KeR

xr = —(z+1)e"+K

Vérification : F'(x) = —e *4xe *+e T =xe * OK!

2. La fonction A2 : x — cos(x)e™* est continue sur R donc ‘ admet des primitives sur R.| De plus, par le
théoreme fondamental de ’analyse, I'une d’elles est donnée par

F: :L‘»—)/ cos(t) et dt.
0

13/19)



Soit z € R. On observe que

T

F(z) =
= /a: Re (eit) e tdt
/:C Re (eit e*t) dt

= Re </ el 1)t dt)
0

cos(t)e ' dt

S—

[e=]

=]

_, (cos(x) +isin(x)) (=1 —14) —1—1
Re <e T 1 T >

e . 1
= (— cos(x) + sin(z)) + 3

Conclusion, ’ensemble des primitives de Ay est donné par

R — R
= KeR

r = %5 (sin(z) —cos(z)) + K

Vérification : on a

—x —XT

Fl(z) = =& (sin(z) — cos(z)) + 67 (cos(z) + sin(z))

- 67 (= sin(x) 4 cos(x) + cos(x) + sin())

=e “cos(x).
OK!

Puisque x # 0, on a directement :

(E7) Vz € ]0;4+o00[, ¥'(z)+ y(z) = 0.

La fonction a : z — =% = 1 —1 est continue sur ]0; +oo[ donc admet des primitives sur ]0; +-oo[, dont

I'une est donnée par
A:xz—In(jz|) —z=In(z) — .

Ainsi, 'ensemble des solutions de (Ear ) est donné par

N 10;4+00[ — R
T Ke—ln(ac)—l—:v
Conclusion,
N 10;4+00[ — R 10;4+00[ — R
Sf = . | KeR = Vect R

14/19
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Vérification :

= +—5—¢"=0 OK!

<ex>' r—1e* eefxr—e* xz-1
+ P 2

x T x T x
4. Pour tout x € |0; +oo[, = # 0, donc

1—=x

(E*) - Vz €]0;+o00[, ¥'(x)+ y(z) = 1.

X

Posons yg : © — % La fonction yo est dérivable sur R* et par la question précédente, yo € Yg’. Soit

y une fonction dérivable sur R% . Posons sur R}, A : z ;)((12) car pour tout x € R*, yo(z) # 0.

La fonction A est dérivable sur R*} comme quotient de fonctions qui le sont. On obtient alors les

équivalences suivantes :

1—
y solution de (E™) = Ve e RY,  N(x)yo(z) + Mz)yp(z) + - xyo(x) =1
=0 car yoe,yj
1
& Ve e R, N(z)= =ze *.
+ ( ) y(](x)
Par la question
y solution de (E+)
& dK € R, Vx € RY, Mz)=—(r+1)e"+K
X 1 X
& IKER VIER],  y@) = A\@)(@) = (- (@ +1)e " +K) S = —“”; + K
Conclusion,
10;+00] — R
St = KeR

1 T
r _1_E+K%

On a déja vérifié les solutions homogeénes. Vérifions la solution particuliére :

m(—l—i>/+(1—x) <—1—i>:x;2—(1_x)x(m+1) = 1_(156_952) =z OK!

5. Soit y une fonction dérivable. Par la question précédente, on a les équivalences suivantes :

JIK € R, Vz € R* =1-14 K
y solution de () { €R Ve eRL, yl) CRIRE

y()=-1-1+Ke=-2+Ke=0 & K =2e!
& VoeR:, ya)=-1-L492e1%
T r)=—1—— e —.
+ Y - -

Conclusion, I'unique solution du probleme de Cauchy (&) est

10;4+00] — R
S‘W = 1 ezfl

6. Posons

(Fy) Vz € ]0;4+00[, zy'(z)+ (1 —z)y(x) = cos(z)

1-— xy(x) _ cos(z)

= Vz € ]0;4+o00[, ¥ (z)+
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On note que ’équation homogene associée a (F}) est (15’6F ) Donc yo :  — % est une solution de

y((x))
yo(w
pour tout = € R, yo(x) # 0. La fonction A est dérivable sur R comme quotient de fonctions qui le

sont. On obtient alors les équivalences suivantes :

I'équation homogene associée. Soit y une fonction dérivable sur R* . Posons sur R, A : car

l—x cos(x)

y solution de (F}) & Ve e RY,  N(x)yo(z) + Az)yy(z) + . yo(x) =

X

=0 car yoey(j
& vz e RY, XN(z)= ;(;(S)((Z)) = cos(z)e *.

Par la question
y solution de (Fy)

& dK € R, Vx € RY, A(z) = — (sin(x) — cos(z)) + K
& JK € R, Vz € RY, y(x) =

e”
xT

I
/>
K
8
=
=
&
|
o
o
0
—~
8
S~—
N~—
+
~_

: _ T
x) — cos(x) e
2z T

Ainsi,

10;4+00] — R
S, = ) ‘ . |KeR
T 51n($)2—zcos(x) +K%

Vérification,

. (sin(az) 2—xcos(a:) )/ (- a) <sin(:c) 2—;03(3;))

(cos(z) + sin(x)) z — sin(x) + cos(z) N (1 —z) (sin(x) — cos(z))
222 x
(cos(z) + sin(x)) z — sin(x) + cos(z) + sin(x) — cos(z) — z (sin(x) — cos(z))
2z

2cos(z)x
2z
= cos(z) OK!

7. On a

(E7) Vr € ]—o00;0[, zy'(z)+ (1 —2)y(r)==x

1—
& Vx € |—o0;0[, y’(x)—kay(ﬂs) = 1.

o : J-o0;0[ — R : .
En s’inspirant de la question [4.| posons ¥, : . La fonction y,, est déri-
x €T
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vable sur R* et
1—=x 1 11—z 1+
* / —
Vo € R, Yy () + . yp(z) = = " (— . )

1-(1-2)(1+42)

= .

1—(1-a?)
=1.

Conclusion,

J]-o0;0[ — R . _
Yp est UNE solution de (E ) .

11 _ 14z
r 1 = -

8. L’équation homogene associée a (E~) est donnée par

(Ey) Vz € |-00;0[, ¥'(z)+ 1—

——y(@) =0

La fonction a : x — PTI = % — 1 est continue sur Uintervalle |—oo; 0] donc admet des primitives sur
cet intervalle dont I'une est donnée par

A:xz—In(jz|) —z=In(-z) — =
Ainsi,

B ]—00;0] — R ]—00;0] — R
Sy = KeR )= KeR
r — Ke In(-z)+e T —% ev

Quitte a changer K en —K, on obtient :

J]-00;0[ — R |—00;0] — R
Sy = . | KeR p = Vect
r Ke? r = <

Conclusion, par la question précédente,

|—o0;0] — R
ST =y + S, = _|KeR
r = —1-14 K<

9. L’expression ezajl est le taux d’accroissement de la fonction exponentielle en 0. Cette derniére étant

dérivable en 0, on obtient,

lim & ! = /() =0 = 1

i s w0 ==t

>0

Puis, si k € R\ {1},
KeT —1 T _1 K —1)e® T _q T

lim KL gy, L ) T k-
x—0 €T x—0 €T z—0 X T
x>0 x>0 >0
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Or dilimy—0 - = +oc. Donc
x>0

+o0o siK >1

X
lim(K-1)>—={0 siK=1
z—0 x
x>0 -0 si K <1.
Par somme,
+o00 si K >1
. Ke* -1 ]
lim — =<1 si K =1
z—0 x
x>0 -0 si K <1.

10. On est en présence d’'un probleme de raccord en 0. Soit y une fonction dérivable sur R. On a les
équivalences suivantes :

yeST
y solution de (F) & ye S~
0+y(0)=0
K, €R, Vz e R, y(z)=-1-L4+ K<
o K, €R, Vz e R, y(z)=-1-14+ K&
y(0) = 0.

Or par la question précédente, lir% y(x) existe si et seulement si K7 = 1. La fonction y étant continue
T—
>0

en 0 il faut que cette limite existe et vaille y(0) = 0. Donc K7 = 1 et donc
e’ —1

Vo >0, y(r)=-1+ -

Dans ce cas, toujours par la question précédente,

il;”;oy(x) =—-1+1=0=y(0),

donc y est bien continue a droite en 0. De la méme facon a gauche, on a Ko = 1 et Vo < 0,
y(r) = -1+ ewx_l. Ainsi,

x
-1
Vo € R, y(x):—l—i-e :
x

Nous avons vu que la fonction est continue en 0 mais aussi sur R* donc y est continue sur R. La
fonction y est dérivable sur R* comme somme et quotient de fonctions qui le sont. De plus, par
I’énoncé, on a

1-¢=1_9 _

g =01, t@ 201

z—0 z—0 2 z—0 x—0 2

z#0 z#0
Donc la fonction y est dérivable en 0 (et 3/(0) = 1/2). Conclusion, ’équation (F) admet une unique
solution

R - R
Sg =

e’ —1
e

On considere 1'équation différentielle suivante :

(G) Vz €]0;+o00[, ash(z)z'(z)+ [(1 — x)sh(z) + zch(z)] z(z) = .
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11. Soit z une fonction dérivable sur ]0; +o0o[. On pose pour tout = € |0;+o0[, y(z) = z(x)sh(z). La

fonction sh est dérivable sur R donc sur R* . Donc par produit,

- Lnns . *
y est dérivable sur R .

Pour tout = € R%, sh(z) > 0 donc sh(x) # 0. Donc z est bien définie sur R* . De plus, en tant que
quotient de fonctions dérivables sur R* dont le dénominateur ne s’annule pas,

Puis,

—

z(x Sy((g;)
!

Vz e RY, {z (&) = y'(z) sh(z)—y(z) ch(z)

~—

Des lors, on obtient les équivalences suivantes :

z solution de (G)
& Vz € ]0;4+00[, wsh(z)z/(z) + [(1 —z)sh(z) +zch(z)]2(z) =z

& Vo e0;+oo], l‘Sh(x)y/(x) Sh(z})lz_(;/)(x) i) + [(1 — ) sh(z) + 2 ch(z)] S:l;l((xw)) =
& Vael0;+ool, xSh(x)y/(?h(_J ch(z)y(z) n (1-x) sh(:p)y:}(jl;- zch(z)y(r) -
o Vael]0;4ool, xsh(z)y (v) té(lm) x)sh(z)y(z) .

& Vre]l4oof, ay(z)+(1-—2)ylz)==2
& y solution de (E+)

Conclusion,

‘z solution de (G) & y solution de (E). ‘

12. Soit z une fonction dérivable sur R* . Par la question précédente et la question

z € S & yeSt

& JK € R, Vo € RY, ylr)=-1— -4+ K—

& JK € R, Vo € RY, z(x) =

Conclusion,

10;4+00[ — R
Sg = e KeR
e )
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