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Corrigé du Devoir Surveillé 4
Equations différentielles, matrices, analyse
asymptotique

Probléeme I - Equations différentielles

Soient I = RY,

e
~
1

R
I — "
f'xH@ ot F'xr—>/f(t)dt
1

T

On considere alors les équations différentielles suivantes :

(B):  veel, y'(@)-2/(@) +yl@)=c"+ 5
() : Veel, y'(z)—2/(@) +y(x) = ¢

(Esq) : Veel, y'(z)-2y(z)+ylx)= %

(G) : Veel, 2'(z)—2(x)+ 2(z) = z—z (x —3).

1. Pour tout = € I, z # 0. Donc la fonction f est continue sur ’intervalle [ et 1 € I. Donc d’apres le
théoréme fondamental de I’analyse, la fonction F' est bien définie, est une primitive de f et est donc
¢ sur I. Conclusion,

2 X
F est dérivable sur I et Vo € I, F'(z) = f(z) = ig.
x
2. On a
(Ep) : Vzel, 4'(z)—2y(z)+y(x)=0.
L’équation caractéristique associée est
(E,.) : r?—2r+1=0 & (r—1)=0 & r=1.

L’équation (E.) admet donc une unique racine double. Conclusion, ’ensemble des solutions de (Ep)
est donné par

R IR{—>R>
zet oz — ¥ )’

‘ (A, B) 6R2} :Vect< Ii

3. On note que dans (E») le second membre est de la forme x — P(x)e™* avec P = 1 un polyndme de
degré 0 et m = 1. Or par la question précédente, 1 est une racine double de ’équation caractéristique
associée. On pose donc A € Ret y, : Az?e®. La fonction yp est deux fois dérivable sur R donc
sur I et pour tout x € I,

yp(x) = A (2we” +a%e”) = X (22 + 2%) e”
Yo (@) = A[(2+22) " + (22 + 2%) "] = A (24 4z + 27) €”.
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Deés lors, on a les équivalences suivantes :

yp solution de (Ej) & Veel, yy(z)—2y,(z)+y(z) =e"

& Ve eI, )\(2—{—41:—#:62)6”3—2)\(21“—{—302)ez—i—)\:erz:e‘v
& Ve I, )\(2+4x+x2—4x—2x2+x2):1 car € #£0
& 2 =1
1
= A= _.
2

Donc yp, : © %Qex est UNE solution de (E7). Conclusion, a l'aide de la question précédente,

I’ensemble des solutions de (F7) est donné par

R — R 9
yl:yp+yoz{ T = (§+Am+B)ex ‘(A’B)ER}'

. Soit y une solution de (F5). Alors nécessairement y est deux fois dérivable sur I et de plus,

T T

(§] (§]
veel, y'(z)—2y(x)+yx)= g & Vaeel, y'(x)=2(x)—ylz)+ et

Puisque y est deux fois dérivable sur I, y et ' sont dérivables sur I. De plus, z % est dérivable
sur I (car x # 0). Par somme, on en déduit que

y" est dérivable sur 1. ‘

Autrement dit,

‘y est trois fois dérivable sur I. ‘

. Soit y une solution de (Es). Alors par la question précédente, y est trois fois dérivable sur I. Donc ¢’
est deux fois dérivable sur I. De plus,
eI‘

Veel, y'(x)=2y(z) +y(z) = —.

En dérivant cette égalité, ce qui est possible car y, v/, y” et z — <5 sont dérivables sur I, on obtient
X
que

T .3 2 x T
—3x°e e’ (x —3)
v I M) — 9y / cr )
xel, y'(x)—2y"(z)+y(x) = o = o,

Posons z = 3. Alors on obtient que
e’ (x —3)

Ve el, 2'(z)-2(x)+ z2(x) = 1
x

)

i.e. z =1 est solution de (G). Conclusion,

‘y solution de (Es) = Y’ solution de (G). ‘

6. Soilent A\e Retd: x> % La fonction d est deux fois dérivable sur I et I’on a pour tout = € I,

e’x — e’ r—1
d(x) = )\73:2 =" —
-1 2?2 —(z—1)2x
d"(x) — et L + Ae”
2 zt
r—1 x—2x+2
:)\ex< 22 + x3 )
efL‘
:)\E(x2—x—:v—|—2)

vy

= A>3 (@?—20+2).
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Deés lors, on a les équivalences suivantes :

d solution de (Es) & Vo eI, d”(:ﬁ)—?d/(x)—{—d(x):%
T -1 T T

o Wrel, AL (@ —2w+2)—2x e T A =8

x x

& Vr €1, )\(x2—2x+2—2x(x—1)+a:2):1 care—;éO
x

< 2A=1
1
< A= .
2
Conclusion, une seule fonction d : x +— % est solution de (E3) :
I - R
d : e
T

Par la question précédente, d : x +— % est UNE solution de (E2). De plus ’équation homogene associée
a (E2) donc d’apres la question [2.|’ensemble des solutions de (Fs) est donné par

R — R

_ _ 2
yg—d—i-y()—{x . (i—FAaH—B)e”” (A,B)E]R}.

On sait que yp, : © — % e” est une solution de (E7) et d : z — & une solution de (E»). Donc par le
principe de superposition,

z?2 e

Yyp+d: z— (? + 2—) e’ est une solution de (F).
x

Or (Ep) est toujours I'équation homogene associée a (F). Donc par la question [2.| ’ensemble des

solutions de 1’équation (E) est donné par

Spmgrdr A=) o 8 A, B) € R
E=Wrat =9, (%—i—i—i—Aaz—FB)em (4,B) € '
Onavuqued:z+— % est UNE solution de (E2). Donc par la question [5.|d’ : 2 — ezgxgez = ez(;;;l)

est UNE solution de (G). Or (Ey) est I’équation homogene associée a (G). Conclusion,

o /R - R 2}
Je=d S = { z = (L34 Az + B)e” ‘ (4, B)eRy .
Exercice 11 - Calculs
. Soit z € R. On a les équivalences suivantes :
—2#0
(I) est bien définie & ’ 7 & r e R\ {—4;2}.
r+4#0
Soit z € R\ {—4;2}. On a les équivalences suivantes :
20495 3z -6
I) : — 2
e R T
o (2x+5)(93+4)—($—2)(3a:—6)<2
(x—2)(z+4)
222 + 82 + 5 + 20 — 322 + 62 + 62 — 12
= <2
(x —2) (x+4)
- —x? + 252+ 8 _ 9
(x —2)(x+4) '
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On a le tableau de signe suivant :
T —00 —4 2 +00
(x —2)(x+4) + - +

Premier cas, x € |—o00; —4[ U ]2; +00][. Alors,

(I) & —2? + 2504+ 8 < 2(x —2) (x +4)

& —2? + 252 + 8 < 222 + 4z — 16

& 0< 322 —21z—24

o 0<a?—7x—8.
Soit A le discriminant associé : A = 49 + 32 = 81 = 92. Donc les racines associées sont % =—1let
9 =8. Don
- .

(I) & r<—1 0OU z>8.

Donc dans ce cas, ’ensemble solution est donné par
A = ]—00; —4[U]8; +00].

Second cas, x € |—4;2[. Dans ce cas,

(1) & —2? + 252+ 8> 2(x —2) (x +4)
& —2% 4+ 252 + 8 > 22° 4 4z — 16
& 0> 3z? — 21z — 24
o 0>a2%—Tz—8.

Les racines sont toujours —1 et 8. D’out
(1) & x€]-1;8[.
Donc dans ce cas, 'ensemble solution est donné par
S =1-1;2].

Conclusion, ’ensemble solution est

S = AU Sy =]—o00; —4[U]-1;2[U]8; +oo] .|

St . . 2x+5 3x—6 -5 —21 5 . 2x+5 3x—6
Vérification : si x = =5, %—;f%:ﬁ_j:7_21<1_21<2 OK!Sixz =0, %_;fﬂ:
—% —i—% =—-1<2 OK! Ou encore 2;”;"25 — % — 2—-3=—-1<2 OK! Inversement, si v = —3,

T—>+00

2z+5 3r—6 -1 —15 1 ; 2245 3r—6 11 3
Zds Bl B =14 1552 0K Siw=3 285 30 -1 _3511-1=10>2 0K/

. Soit x € R. On a
(J) : |3—1‘|+2x+3<‘x2—x—2’+2 & ]3—x]—|—2x+1<‘x2—x—2‘.

Soit A le discriminant de z2 —xz — 2. Ona A = 1 +8 = 9 = 32. Donc les racines associées sont
1? =—1et # = 2. On obtient alors le tableau suivant :
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T —00 -1 2 3 +00
13 — x| 3—x 3—x 3—x 0 x—3
|22 — 2z — 2| 2?2—x—-2 0 242—22 0 22—2—-2 22—z —2

Premier cas, x € |—oo0; —1] U [2; 3]. Alors,

(J) & 3—z42r+1<a?—z—2 & 0 < 2®—2z—6.

Soit A le discriminant associé : A = 4+24 = 28 = 4 x 7. Donc les racines associées sont | = 2_§ﬁ =
1—ﬁetr2:1+\ﬁ. On a 2 < /7 < 3. Donc —2<ry < —1et 3 <ry<4. Dans ce cas,
A :]—oo;rl[:}—oo;l —\ﬁ[
Deuxiéme cas, x € [—1;2]. Alors,
(J) & 3—zx+224+1<2+x—2° & z? < —2 impossible.
Dans ce cas,
S = 0.
Troisiéme cas, z € [3; +oo[. Alors,
(J) & r—3+2r+1 < 2°—2—2 & 0<a?—dox=x(x—4) & xr<0 OU z >4.

D’ou, dans ce cas,
S = ]’F4; +OO[ = ]4; +OO[.

Conclusion, ’ensemble des solutions est donné par

Sy =AU SHUSy=]—001 = VT[U4;+00].

Vérification : six = =2, [3—z|+20+3 <[22 —2—-2[+2 & [5| -1 <[44+2-2/+2 & 4<6
OK!Siz =0, 3—z|+20+3 <[22 —2—2|+2 & 3+3<2+2 ce qui est bien fauz, OK! Si
=5 [3—2[+20+3<|a?—w—2[+2 & 2+13<|25—7|+2 © 15 < 20 OK!

. . o 3 3 o 2 3 3 o
. On sait que sin(x) ot L+ 0(a?). De plus e" o 1+u+% + % + o0 (u?). Posons u(x) =

T — %3 + 0 (:U3) On a alors les points suivants :

o u(x) — 0.

e De plus,
3 3
2 z 3 z 3
u(z) =, (x—g—&-o(x )) <x—€+0(:ﬁ ))
_ 2 3
0% +o (x ) .

. Pui ~ 3 . 23 _ .3 3

Puis, u(x) oot donc u(z) e u(z) Syt (2?).
o Enfin,
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Ainsi,
2 3
sin(z) _ v, w 3
e H01+u+2+6+o(u)
— _ 3 3
Solte 2 G "o (333)
+% , o €5
+5  Fo ()
+o (2?)
- 2 3
x—ol—}—x +5 —}—o(m)
De plus,
1 1/2)(—1/2 1/2)(—1/2)(—3/2
z—0 2 2 6
_ Lo, 1g3 3
1301+x_§4w +E8x —i—o(a: )
2 2l 3
x:01+$—3+?+0(9@ ).
Par différence,
in(a) 22 22 g8 5 , a° ;
__ sin(z o _ i — _
h(z)=¢€ \/1—1—2:L‘JC:> 1+:U+2+0( ) <1+:17 2+2+0(:L‘)>x_>0:1: 2+O(ZL‘).
Conclusion,
ha) = 0t =% 4o (d?
. 2—0 B 2 +0(ZE )
) _ 2 3
D’autre part, cos(x) = 1— % +o0(z%). Donc
? 3
1 — cos(x) o2 + o (x°)
Donc
fa) h(z) 2 — 2 +o(2%) 2—xz+o(x)
x) = = =
1 — cos(x) =—0 % +o(z3) @0 14o(x)
— — 1 _
Posons v(z) = o (x). Alors v(z) = 0 et o(v(x))) =0 (z). Or 1+ o 1 — v+ o(v). Donc
1
1+ o(z) =0 o) +o(z) =, 1+o0(z)
Ainsi,
fle) = 2—z+o0(x)(1+o0(z)) = 2-x+o0(x)
z— z—
Conclusion,

fle) = 2—z+o(x).

x—0

.Smtg xb—>\/x2+x4tan( )+1n(4+arctan( )+ln(1+ )) On note que pourtoutx>f on a
O<x< donctan(x) existe et 1 + + >1donc4+arctan(%)+ln(1+ )>4>Oetx2+x >0

donc g est bien définie sur ]%, +oo[ Pour tout x > 7, posons h = =. On a
L In (4 h)+1 h
=\Viz T tan ) +1In (4 + arctan (h) + In (1 + h))
_ Vi + h?

————tan (h) + In (4 + arctan (h) +1n (1 + h)) car h% > 0.
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Or quand h — 0, on a

2

h
2 _ 2
VIt = 1+ 5 + o0 (h?)
3

h 2
tan(h) h:O h + ? +o0 (h )
arctan(h) = h+o(h)

h—0

In(1+h) = h+o(h)

Donc d’une part,

1 h? h3
=077 (1+ 5 +0(h2)) (h+§+o(h2)>

D’autre part,

In (4 + arctan (h) +In (1 + h)) o In(4+h+o(h)+h+o(h))
= In(4+2h+o(h))

h—0

=, n(4) +n <1+g+o(h))-

Posons u(h) o B 4 0 (h). Alors,
—

o o(u(h)) =0 © (% +o(h)) o(h).

h—0

Or In (1 + u) = u+ o (u). Donc

u—

In (4 + arctan (h) +1In (1 + h)) hzoln(4)+ﬁ—|—0(h)—|—0(h) = ln(4)—|—ﬁ+0(h).

— 2 h—0 2
Ainsi,
1 b5h h
g(x) o h + 5 +o(h)+1In(4)+ 5 +o(h)
1 8h
h:O ﬁ +ln(4) + E +O(h).
Finalement,

g(x) :0x+ln(4)—|—%+o<1).

T— 3 T

Donc la courbe représentative de g admet une asymptote en +oo d’équation

‘y:x+mﬂw
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4
3x

signe au voisinage du point considéré. Donc pour z assez grand, g(z) — (z +1n(4)) > 0 et donc la
courbe représentative de g est

De plus, on a g(z) — (x +1n(4)) ~ % et pour tout > 0, =~ > 0. Or deux équivalents ont méme
T—

‘au—dessus de son asymptote au voisinage de +oo. ‘
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Probléme III - Matrices

Soient p € N* et J € ), (R). Pour tout a € R on pose
M(a) =1, + al.

Partie 1 : Un exemple et une méthode

-2 =2 0 1 2 0
On suppose dans cette partie que p =3 et J = 1 1 0 ].Onpose P=| -1 —1 0 )etack
0o 0 -1 0 0 1
1. On a
-2 =2 0 -2 =2 0 2 2 0
JP=1 1 0 1 1 0 |=(-1-10])=-J
0 0 -1 0 0 -1 0 0 1
Conclusion,
JP=-1J

2. Posons pour tout n € N*, 2(n) : « J* = (=1)""*J ».
Initialisation. Sin =1, alors (—1)""'J = (=1)"J = J = J'. Donc (1) est vraie.

Hérédité. Soit n € N*. Montrons que &(n) = Z(n + 1). Supposons Z(n) vraie. Alors, J" =
(=1)""J. Puis,
JH =T = (=) T = ()" R

Par la question précédente,
JH =~ N (=D T = (=)

Donc Z(n) est vraie. Conclusion, pour tout n € N*, Z(n) est vraie :

I3sin=0
(—1)" T sin#0.

Vn € N, J”:{

3. On a
1 0 0 -2 =2 0 1—2a —2a 0
M(a)=Is+aJ=[0 1 0] +al| 1 1 0 = a 14+a 0
0 0 1 0 0 -1 0 0 1—-a

Puis, Tr(M(a)) =1—2a+1+a+1—a =3 — 2a. Conclusion,

1-2a —2a 0
M(a) = a l+a O et Tr (M(a)) = 3 — 2a.
0 0 1-a

4. Soit a € R. Par la question précédente, on a
M(a) € S5 (R) & —2a=a & a=0.

Conclusion,
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a 0 0
5. Soient (o, 3,7) €ER*et D={ 0 B 0 |.On a les équivalences suivantes
0 0 v
1—2a —2a 0 1 2 0 1 2 0 a 0 0
M(a)P = PD = a 1+a 0 -1 -1 0)=(-1 -1 0 0 B 0
0 0 1-a 0 0 1 0 0 1 0 0 «
1 2—2a 0 a 28 0
= 1 a-1 0 =|-a -8 0
0 0 1—a 0 0 ~
l=«a
2—2a=2
= “ 5
a—1=-p
l—a=v
o =
& b=1—a
y=1—-a
Conclusion, en posant
1 0 0
D=0 1—-a 0 ,
0 0 1—a
alors on a bien D € 75 (R) et M(a)P = PD.
6. Par I'algorithme du pivot de Gauss :
1 2 0 1 00
P=[-1 -1 0 Is={0 10
0O 0 1 0 01
1 20 1 00
~[0 10 Lo« Lo+ Ly ~[1 10
“\o 01 “\o 01
1 00 -1 -2 0
~[0 1 0)=1I3 Ly« L1 —2Lo ~ 1 1 1 0
“\o 01 “\o o0 1
Puisque P P I3, on en déduit que | P est inversible | de plus,
-1 -2 0
Pl=(1 1 o0
0 0 1
Vérification,
1 2 0 -1 -2 0
PlP=P'=( -1 -1 0 1 1 0])=1I30K!
0 0 1 0 0 1

7. Par la question [5.]on a M (a)P = PD. De plus par la question précédente P est inversible donc

M(a)

10/22]
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Puis par récurrence, pour tout n € N, M(a)® = PD"P~!. Puisque D est diagonale, on a

1 0 0
Vn €N, D=0 (1-a)" 0
0 0 (1-a"
Ainsi, pour tout n € N,
M(a)" = PD"P!
1 0 0 -1 -2 0
=prlo (1- a)" 0 1 1 0
0 (1—a)" 0 0 1
0 -1 -2 0
= 1 0 1-—a)" (1-a)" 0
1 0 0 (1-a)"
1 —a)" — 1 2(1—a)" -2 0
= 1 —a)" 2-(1-a)" 0
0 (1—a)"
Conclusion,
21-a)"—1 2(1-a)"—2 0
Vn € N, M@"=| 1-(1-a)" 2-(1-a)" 0
0 0 (1—a)"
En particulier pour ¢ = —1 et n =3, on a (1 — a)" = (2)° = 8 et donc
16—-1 16—-2 0 15 14 0
M(-1)P?=[1-8 2-8 0])=(-7 -6 0
0 0 8 0 0 8

Partie 2 : Cas général par une autre méthode

On reprend p € N* et on fixe pour tout le reste du probleme J € ., (R) telle que J? = —J. Soit a € R.

8. Soient p € N*, (A, B) € .4, (R)? telles que AB = BA. Alors,

n
vneN, (A+B)"=>_ (Z) Akpnk,

k=0

9. Par définition, M(a) = I, + aJ. De plus, on a I, (aJ) = aJI, = aJ. Donc par la formule du binéme

de Newton,
n n - n k n—k . n k 1k
vneN, (M(a)" = (I, +alJ) :?(k) (aJ)" I} :Z(k>a JE.
=0 k=0
Or J? = —J. Donc par récurrence, comme dans la question

I3sik=0

Vk € N, JF =
{(—1)k—1 J sik #0.

11/22
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Ainsi, sin > 1, o0n a

On note que le résultat reste vrai si n = 0. Conclusion,

VneN, M) =1I,+(1—-(1-a)")

-2 =2 0
10. Sip=3, J = 1 1 0 alors par la question [l1lon a bien J2 = —J. Sin =3 et a = —1, la
0 0 -1
question précédente implique que
100 -2 -2 0 15 14 0
M1’ =L+(1-22)J=L-7J=|010])-7[1 1 0 |=(-7 -6 0
0 01 0o 0 -1 0 0 8

Conclusion,

‘on retrouve bien le résultat de la question ‘

Partie 3 : Inversibilité

On suppose toujours que J? = —J. On suppose de plus que J # 0p-
11. Soit (a,b) € R%. On a les calculs matriciels suivants :

M(a)M(b) = (I, + aJ) (I, + bJ) = I, + aJ + bJ + abJ?
= I, +aJ +bJ — abJ car J? = —J
=1+ (a+b—ab)J

Conclusion, en posant ’c =a+b—ab|, on a bien ’ M(a)M(b) = M(c) ‘

12. Par définition, M (0) = I, + 0, = I,. On aime bien les questions de ce genre. Conclusion,

13. Soit @ € R\ {1}. Cherchons b € R tel que ¢ = a + b — ab = 0 car alors d’apres les deux questions

précédentes, on aurait
M(a)M(b) = M(c) = M(0) = I,.

Ce qui impliquerait bien que M (a) est inversible et d’inverse M (b). On a les équivalences suivantes :

a+b—ab=0 & b(l—a)=—a & b= car a # 1.

12/22
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Posons b = %5 € R. Alors par la question

M(a)M(b):M(C):M(a+b—ab):M<a+aL—a ¢ >:M(a2_a+a_a2> — M(0).

Donc par la question précédente,

Conclusion,

Va € R\ {1}, M(a) est inversible et M(a)™' = M <a i 1) .

14. Par la question
M1 =M({1+1-1)=M(1).

Procédons par l’absurde et supposons M (1) inversible. Alors M (1)~} existe. En multipliant par
M (1)~! I’égalité précédente,

M) =1, <& L+1lxJ=I, <  J=0,

Or on a supposé J # 0,,. Conclusion,

‘M (1) n’est pas inversible. ‘

Partie 4 : Troisieme méthode
Soit @ € R*. On définit par récurrence la suite (uy), oy Par up = 0 et pour tout n € N, up 1 = (1 — a) up, +a.
On pourra s’appuyer sur la partie [3| mais pas sur la partie [2]

15. Posons pour tout n € N, Z(n) : « M(a)” = M (uy) ».

Initialisation. Si n = 0, par définition, M(a)? = I, et M (ug) = M (0). Or par la question
M(0) = I,. Ainsi, M(a)® = M (up). Donc 22(0) est vraie.

Hérédité. Soit n € N. Montrons que &(n) = Z(n+ 1). Supposons &(n) vraie et montrons alors
P(n+1).0na

M (a)"* = M(a)M(a)"

M(a)M (uy) par hyopthese de récurrence
+ Uy — auy,) par la question

M(a
M(a+(1—a)u,)
M (

= Un+1) par construction de (uy),,cy-
Dot Z(n + 1) est vraie.
Conclusion, pour tout n € N, &(n) est vraie :
(VneN, M(a)" =M (u).|
16. Soit w € R. On a les équivalences suivantes :
w=(1—-a)w+a & aw=a & w=1 car a # 0.

Conclusion, pour on a bien w = (1 — a) w +a. On fixe dans la suite w = 1.

13/22
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17. Pour tout n € N, on pose v, = u, — w = u, — 1. On a alors,
VneN, v =uUpr1—1l=a+1—-a)u,—1=(1—-a)(u,—1)=(1—a)uv,.

Conclusion,

(Vn),en €st une suite géométrique de raison (1 —a).

18. On déduit de la question précédente que

VneN, v,=(1-a)"v & VneN, u,—1=(1-a)"(up—1)
& VneN, wu,=1—(1-a)".

Conclusion,

‘VneN, unzl—(l—a)”.‘

-2 -2 0
19. Sip=3,J = 1 1 0 |,n=3et a=—1, par la question précédente,
0 0 -1
uz =1-2% = —7.
Donc par la question [15]

M (a)" =M (=1)* = M (uz) = M (=7) = I3 —7J

1 00 -2 =2 0

=|1010)-711 1 O

0 01 0 0 -1
15 14 0
=| -7 -6 0
0 0 8

Conclusion,

on retrouve une fois encore le résultat de la question E]‘
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Probleme IV - Analyse asymptotique

Partie 1 : Construction de f

Pour tout z € R*, on pose

et —1
fo(z) = -
1. Soit n € N. On sait que
n+1 .%'k
T __ < n+1
k=0
Donc
n+1 $k .
xr _ - n—+
© 1 :L‘:>O Z k! to (l’ )
k=1
Enfin,
+ xk—l
—_ n
fo@) =, > T+l

x
fo(z) = Z < +o(z")
e £ (k: + 1)!
Conclusion,
n 2k
folz) = +o(z")
z—0 kz:%) (]{7 + 1)'
2. Pour n =3, 0n a
1 r 22 a3
fol@) Soqit ot gt to):
Conclusion,
z?2 23

_ r.r T 3
hl@) S+t rmtel)

3. Par la question précédente,

fo(z) = a +o(l) = 14o0(1).

x—)O 1‘ z—0
Donc lim f(x) =1 et
z—0
x#0

‘ fo est bien prolongeable par continuité en 0‘

en posant pour tout z € R*| f(z) = fo(x) et | f(0) = 1|

4. Par la question |1.|on a aussi

ok "
f(ﬂf)zjom‘FO(x ).

En particulier f admet un développement limité a ’ordre 1 en 0. Donc

‘ f est dérivable en 0. ‘

Cependant | rien ne nous garantit a priori si f est €' ou €™ ou non ‘

15/22]




C
g
e Mathématiques PTSI, DS4 Cor Samedi 13 janvier 2024

5. Pour tout x € R*, par factorisation par ’angle moitié,

*—1 sez—e"z2 5 2sh(
) = sfe) = =8 T o 20 B)
x x x
Conclusion, en prenant |a = b =1/2|, on a bien
2sh (Z)e3
vweR, f@) =226
x
6. On sait que
T xz $3
g — Y4 48 3
e = +2+2+6+0(x)
2 3
_ r 3
Sttty T tel)
D’autre part,
h(5) = LR o) = T ot
h(3). St tol) Satmtel)
Par suite,
2sh(%)e%
fla) = =2
2 (x x° 4> R 3)
x:ﬂx<2+48+0(x) 1+§+§+@+0($)
= ( N (3)><1+$+$2+$3+ (3)>
230 94 T\ 2% T OV
= 1E s A to(ad)
+5 ko)
+o («7)
=1t 5 A to(ef)

8

3
x X

:1 —_— —_— - 3'
Soltstyg +24+o(x)

Conclusion, on retrouve bien le résultat de la question [2]

2 x3

— rLr T 3
J@) St gt g el

Partie 2 : Construction de ¢

On donne

On admet que f est continue sur R et on donne
2 .Z'3

— Ty T 3
J@) St gt g g tel):
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Pour tout z € R, on pose
xX
Flz) = / £(t)dt.
0
On définit également pour tout x € |0; +o0],
2z ot
x
7. Soit = € ]0; 4-00[. Alors [x;2z] C R% . De plus ¢ — % est continue sur R* donc sur [z;2z]. Donc
2z ot

wo(z) = / — dt existe.
€T t

Ceci étant vrai pour tout = € ]0; +00[, on en conclut que

‘(po est bien définie sur ]0;+o0]. ‘

8. Puisque la fonction f est continue sur R et 0 € R,

‘par le théoréeme fondamental de ’analyse,

F existe, est bien définie sur R et est une primitive de f de R. Or f est continue donc

Fest €' sur Ret F' = f.

9. Puisque f(z) = 1+35+ %2 + % +o0 (xg), par le théoréeme de primitivation du développement limité,
T—

2 3 4
_ ryr LT 4
S PO+t +18+96+0(1: ).

Or F(0) = f(? f()dt = f(? f(t)dt = 0. Conclusion,

F(z)

2 23 a2t 4

10. Soit = € ]0;4o00[. On a les égalités dans R suivantes :

2x et

polw) = [ Tt

el -1 1
= —dt
/ i 1

x

2z ot 7 2z ]

= / ; dt + / n dt par linéarité de 'intégrale
x x

0et —1 2z gt _q =92 )
= / " dt + / " dt + [In (|¢])];, =5 par la relation de Chasles
T 0

T el —1
:—/ " dt + F (2z) + In (22) — In(z) car x > 0
0

=—F(z)+ F(2zx) +1n <2%>

= F (2z) — F(z) 4+ In(2).

Conclusion,

‘Vl’ €1]0;+o0[, @o(x)=F (2x) — F(x) + In(2). ‘
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11. Par la[@]
2 1,3 4 A
F(l‘)xjo +Z+E+%+O(x)
2 3 4,4
x 8z 2%z 4

Conclusion,

12. Notamment, ¢q(z) =, In(2) + o (1). Donc lir% ©o(z) = 1In(2). Ainsi,
T— T—
>0

’ o est prolongeable par continuité en 0‘

en posant
R+ —- R

o, Jeolz) stz #0
In(2) siz=0.

Partie 3 : Etude de ¢

13. Par la question on a
2

3
o(z) =, In(2) +x + % +o0(z?).

Donc le graphe de ¢ admet une tangente en 0 d’équation

‘yzln(2)+x.‘

De plus,
322
p(r) = (In(2) +2) ~ —

xz—0 4

et pour tout z € R, % > 0. Or deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré. Donc au
voisinage de 0, p(z) — (In(2) +z) > 0 et

‘le graphe de ¢ est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0. ‘

14. Par les questions précédentes,
Vo €0;+o0[, ¢(x) = po(z) = F (22) — F(z) +In(2).

Or F est ¢! sur R. Donc

@ est €' sur ]0; +o0l.
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16.

De plus, pour tout x € ]0;; 400],

¢/ () = 2F' (20) - F'(a)
)

=2f(2z) — f(x par la question
_ e -1 e -1
N 2x T
B e —1 —e% 41
N x

e2x —e”
oz

Conclusion,
2x T
et —e
Vo €0 oo, @(2) = —

2x T
oy eT—e
pla)=—
o242k _ gl+h
T 1+h
o (e2e2h—eeh) (1—h+h2—h3—|—o(h3))
2 3 2 3
= <ez<1+2h+4}21+8Z+0(h3))—e<1+h+};+};+0(h3))>
x (1 —h+h*—h*+o0(h?%))
2 _ 2_
=, <e2—e+(2e2—e)h+4e2 eh2+866 eh3+o(h3)>(1—h+h2—h3+o(h3))
hio 62 —e + (2 e2 _e) h +4e22—eh2 +8e26—eh3 +o (hS)
—(e2—e)h —(262—e)h2 —#h?’ +0(h3)
2R 22—k o (k)
—(eQ—e) 3 4o (h3)
+o (h?)
=, e +2e%h + (-5 2 yreps +o (h3).
Conclusion,

e e’ +e
o'(x) = e2—e+262(as—1)+(e2—§>(x—1)2+ ;_ (x—1)3+0(($—1)3).

r—1

Par la question précédente, ¢’ admet un développement limité & I'ordre 1 en 1 donné par
o' (x) = e?—e42e’(z—1) +o(zx—1).
—

Or ¢ est une primitive de ¢ sur |0; +oo[ (voisinage de 1). Donc par le théoreme de primitivation du
développement limité :

e(x) = 1)+ (e —e) (x—1)+62(33—1)2+0((a:—1)2).

On en déduit que le graphe de ¢ admet une tangente en 1 d’équation

y:gp(l)+(e2—e) (x—1).
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17.

18.

19.

20.

De plus,
o(z) — (1) + (e2 —e) (x—1) ~ e? (x — 1)2.

z—1

et pour tout r € R, e (z — 1)2 > 0. Or deux équivalents ont méme signe au voisinage du point
considéré. Donc le graphe de ¢ est au voisinage de 1,

‘au dessus de sa tangente.

Soit > 0 et t € [z;2x]. Par croissance de l'intégrale, e/ > e*. D’autre part 0 < t < 2x donc par

décroissance de la fonction inverse sur |0; 400, % > % Les termes étant positifs, par produit,

et

Vo € ]0; 400, Vt € [x;2x], T2 5

Soit x € ]0; +oo[. Alors 2z > x (important!). Donc par la question précédente et la croissance de
I’intégrale, on a

2x et 2z e” e” 2z e® e®
—dt > —dt & = — 1dt=— x 2z —2) = —.
/m ¢ . 2 () 2x/z o X 2r ) =5

Conclusion,

Vi € ]0;4+o00[, ¢(x) > %.

xT

e
On sait que EIJP 5 = +00. Donc par la question précédente et le théoreme de minoration,
xX oo

lim ¢(zr) = +oo.

T——+00

De plus,x toujours par la question précédente, pour tout = > 0, @ > % Or par croissance comparée,

. € L . .
lim — = +o0. Par le théoréme de minoration,
z——+00 2T

lim LA = +00.

r—+00 X
Conclusion,
le graphe de ¢ présente une branche parabolique verticale en +oc.
On sait que ¢ est dérivable sur ]0; +oo[ et V € ]0; +o0[, ¢'(x) = ehm_ez. La fonction exponentielle

étant strictement croissante sur R% , v < 22 = e* < e?*. Donc
Vz € 0;+00[, () >0.

Donc la fonction ¢ est strictement croissante sur |0; +o0o[. Or ¢ est continue en 0. Donc ¢ est stricte-
ment croissante sur Ry. Enfin, ¢(0) = In(2) et lirf ¢(x) = 4o00. Conclusion,
T—r+00

x 0 —+00

g /

In(2)
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21. Par ce qui précede,

o La fonction ¢ est continue sur Ry,
o la fonction ¢ est strictement croissante sur R,

e R, est un intervalle.

Donc par le théoreme de la bijection, ¢ définit une bijection de ¢ dans ¢ (R) et de plus, J = ¢ (R4 ) =
©(0); lim () { = [In(2); +o0[. Conclusion,
r—r+00

‘go définit une bijection de Ry dans J = [In(2); +ool. ‘

1

On note ¢y = o~ sa réciproque.

22. DESSIN!!!

Partie 4 : Etude de v

On admet dans la suite que ¥ est € sur J.

23. Puisque 9 est > sur J, 1 est €2 sur J donc notamment en In(2) € .J. Donc par le théoréme de
Taylor-Young, v admet un développement limité & I’ordre 2 en In(2) :

I (an,a1,02) €R®, Y(y) = ap+ar(y—In(2) +az(y—In(2)* + 0 ((y — In(2))*).

y—In(2)

24. On sait par la question [11.
2

o(r) = In(2) +x+ 37 +o0(z?).

z—0 4
Donc
= w(l @ +a+ 2 o 2))
T = n z+ == +o(a?) ).
Posons y(z) = In(2) +x + % + 0 (2%). Dés lors y(x) — In(2). Donc par la question précédente,
z—0 z—0

w = a0+ ai(y(z) —In(2)) + a2 (y(z) — n(2))* + o ((y(a:) - ln(2))2) .

Ou encore, en posant u(z) =, y(x) — In(2) =%t % + 0 (2?),
T— T—

T = ag+ aju(z) + au(z)® + o (u(z)?).

x—0
Calculons :
o u(x) = 0,

e puis,

o Enfin,
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Ainsi,

T = a0+ aru(z) + agu(z)? + o (u(z)?)

T—
xi[) ap + a1x —i—al% +o (a;2)
+a2x2 —+o0 (a;2)

+o (xQ)

3(11 2 2
mioa0+a1x+<4+a2>x +o(x )

Par unicité du développement limité,

0 = ag apg = 0
=a = ay =
0 SZI + as as _—%:_%
Conclusion,
a(]—O, al—l, ag——z.

25. Par la question précédente,

Vi) =, (= 10) = § (=) + o ((y — n()?).

Donc la courbe représentative de 1) admet une tangente en In(2) d’équation

‘y:x—ln@).‘

De plus, on a 5
U(y) - (y—(2) ~ -7 (y—In(2)>*.

y—In2) 4

et pour tout y > 2, —% (y — 111(2))2 < 0. Or deux équivalents ont méme signe au voisinage du point

considéré. Donc la courbe représentative de 1) se trouve

‘en dessous de sa tangente au voisinage de In(2). ‘
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