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Corrigé du Devoir Surveillé 5
Ensembles, applications, continuité,
dérivabilité, analyse asymptotique

Probleme I - Ensembles et applications

On pose E = .Z (R,R) I'ensemble des fonctions de R dans R. Pour g € E fixée, on définit 'application ¢
par

F — FE
[ = gof.
- . , X . R — R
Pour tout ¢ € R, on note ¢ la fonction constante égale a ¢, ¢ : . . On rappelle que Idgr est la
R R
fonction suivante : Idg : -
r — .

Partie 1 : Niveau 1 : un exemple

— R

d tt ti : .
On suppose dans cette partie que ¢ z > sin(z)

1. On a sin(0) = sin (27r) = 0. Donc 0 a deux antécédents distincts. Donc sin n’est pas injective. De plus,
pour tout z € R, sin(z) # 2 donc 2 n’a pas d’antécédent. Donc sin n’est pas surjective. La fonction
sin n’étant ni injective ni surjective, a fortiori, elle n’est pas bijective. Conclusion,

’sin n’est ni injective, ni surjective, ni bijective.

2. Par définition,
@) (f)) = sin o0.
Donc pour tout = € R,
¢ (0) (z) = sino0(z) = sin (0 (z)) = sin(0) = 0.
Ceci étant vrai pour tout z € R, on en déduit que ¢ (C)) = 0 est la fonction constante égale a 0. De
méme,

¢ (27) (@) = sin 027 (x) = sin (27 (z)) = sin (27) = 0.

Conclusion,

@(0) = @(277) =0.

3. Par la question précédente, on a ¢ (6) = (2~7T) donc directement,

‘90 n’est pas injective. ‘

4. Procédons par I’absurde. Supposons que
Idg € ¢ (E). Alors, il existe f € E telle que

Idg = ¢ (f) = sinof.

Des lors,
Vo € R, x =sin (f(x)).

En particulier, pour z = 2, on obtient 2 = sin (f(2)). Or pour tout u € R, —1 < sin(u) < 1.
Contradiction. Conclusion,

Idg & ¢ (E).
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5. Par la question précédente, Idg n’a aucun antécédent par la fonction ¢. Conclusion,

© n’est pas surjective.

Partie 2 : Niveau 2 : un second exemple

R —- R
O d tt ti : .
n suppose dans cette partie que g r .’EQ

6. On note que g(—1) =1 = g(1). Donc 1 posseéde deux antécédents distincts par g, donc g n’est pas
injective.
D’autre part, pour tout z € R, g(x) = 22 > 0. Donc g(z) # —1. Donc —1 n’a aucun antécédent par g
et g n’est pas surjective.

Conclusion,

la fonction g n’est ni injective, ni surjective, ni bijective.

7. Pour tout z € R, on a
De méme,

Donc ¢ (1) = (—Nl) =1. Or 1 # —1. Conclusion,

‘Lp n’est pas injective. ‘

On pouvait aussi montrer par exemple que ¢ (Idg) = ¢ (—Idg).

8. Soit f € E. Pour tout x € R,
o (f) (@) =g(f(2)) = f(x)* > 0.

Donc par exemple, ¢ (f) # —1. Ceci étant vrai pour tout f € E, on en déduit que —1 n’a aucun
antécédent par . Conclusion,

‘la fonction ¢ n’est pas surjective. ‘

On pouvait aussi montrer que Idg n’admet aucun antécédent.

9. Soit h € F (R,R4). Soit f € E. On a les équivalences suivantes :
p(f)=h & gof=h & VzeR, g(f(x)=hz) & VreR, f(x)’=nh(a).

Pour tout z € R, h(z) € R,. Donc \/h(z) existe. Posons pour tout = € R, f(z) = \/h(z) i.e. f = Vh.
Alors, on a bien

2
VeeR, f(z)?= ( h(x)) — h().
Donc par les équivalences précédentes, on obtient

o (f)=h

Conclusion,

pour f = Vh, on a ¢ (f) = h.




C
.
e s Ko Mathématiques PTSI, DS5 Cor Vendredi 26 janvier 2024

10. Procédons par double inclusion. Soit h € ¢ (E). Alors, il existe f € E telle que h = ¢ (f). Donc
Ve eR, h(z)= f(z)*

Donc pour tout = € R, h(z) > 0. Ainsi, h € .# (R,Ry). Ceci étant vrai pour h € ¢ (E) quelconque,

on en déduit que

Réciproquement, soit b € .# (R,R,). Alors par la question précédente, on a f = vh € E et o (f) = h.
Donc h € ¢ (E). D'ou,
F(RR,) C o (E).

Conclusion,

[o(B) = F RRy).|

11. Soit f € E. On a les équivalences suivantes :

fee ' ({1}) e e(Hell}
& e(H=1
& fA=1
& VzreR, f(z)’=1
& VeeR, (f(z)=1 oU f(z)=-1)
& Ve eR, f(z)e{-1;1}
& feZR,{-1;1}).

Conclusion,

e ({1}) = Z R, {-151}).

Partie 3 : Niveau 3 : cas général

On reprend g une fonction quelconque de F = % (R, R).

12. On suppose g surjective.

(a) Soit h € E. Soit z € R. Puisque h est une fonction de R dans R, h(x) existe et h(z) € R. Or ¢
est surjective sur R donc il existe 2’ € R tel que h(z) = g (2’). Conclusion,

Ve €R, 32’ € R, h(z) =g (:L") .

On note f la fonction qui a tout = € R associe ce réel 2/, f : x — x'.

(b) Soit h € E. Par la question précédente, il existe f € E telle que
Ve eR,  h(z)=g(f(z))=go f(z).

Autrement dit h = ¢ (f). Ainsi, Vh € E, 3f € E, h = ¢ (f). Conclusion,

I’application ¢ est surjective. ‘

— D . . . R —- R
13. On suppose ¢ surjective. Montrons que g est surjective. Soit y € R. Alors la fonction g : s =y
est un élément de E : § € E. Or ¢ est surjective sur E donc il existe f € F tell que

e(f)=17.
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14.

15.

Autrement dit, pour tout =z € R,

o(f)(x) =y & gof(z)=y & g(f(x)) =y.

En particulier pour z = 0 par exemple, on a y = ¢ (f(0)). Donc f(0) € R est un antécédent de y par
g. Donc y admet un antécédent dans R par g. Ceci étant vrai pour y € R quelconque, on en déduit
que

‘ g est surjective. ‘

Montrons que g est injective si et seulement si ¢ est injective. On procede par double implication.
Montrons que g injective implique ¢ injective.

Supposons ¢ injective. Montrons que ¢ est injective. Soit (fi, f2) € E? tel que o (f1) = ¢ (f2).
Autrement dit,

VeeR, ¢(fi)(2) =¢(f)(x) &  VeeR, g(fi(r))=g(fa(z)).

Or g est injective. Donc
Ve e R, fi(z) = fo(z) & fi=fa

Ceci démontre bien que ¢ est injective. Donc
g injective =  injective.

Réciproquement, montrons que ¢ injective implique g injective. Supposons ¢ injective. Montrons que
g est injective. Soit (a,b) € R? tel que g (a) = g (b). Alors, pour tout = € R,

v (@) () = g (a(z)) = g(a) = g(b) = g (b(x)) = ¢ () (2).
Donc
Or ¢ est injective donc .
a=>o.
Ou encore pour tout z € R, a(x) = b(z) i.e. a = b. Ceci démontre bien que g est injective. D’oil
(p injective = g injective.

Conclusion,
pozxedg injective & @ injective.

Par la question [13.| on a ¢ surjective = ¢ surjective et par la question [12./on a réciproquement, g
surjective = ¢ surjective. Donc

g surjective &  surjective.
Donc par la question précédente, on obtient,

injective
g bijective & g o
g surjective

injective
o ¥ J' '
 surjective

& © bijective.

Conclusion,

g bijective & @ bijective.

ViE
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De plus dans ce cas, g~ existe. Posons alors,

E — FE
¥ f = gltof.

Alors pour tout f € E,

po(f)=p (g of)=goglof=F.

De méme,
bop(f)=v(gof)=g togof=F
Ceci étant vrai pour tout f € E,
potp =1 op=Idg.

On retrouve donc que dans ce cas ¢ est bijective et de plus,

pl=v:fglof
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Probleme II - Continuité, dérivabilité

On considere la fonction g : [0;1] — R définie par

g(0)=0 et Vze€l0;1l], g(z)=xlIn(z).

On considere également h : [—1; 1] — R définie par

h(x) = /lzlg (=)

Partie 1 : Etude de g et I

1. La fonction g est continue sur ]0; 1] comme produit de deux fonctions continues sur |0; 1]. De plus par

croissance comparée, on a
lim g(x) = lim 21n(x) = 0 = 6(0)
x>0 >0

Donc g est continue en 0. Conclusion,
g est continue sur [0; 1].

Par composée de = — |z| continue sur [—1;1] et a valeurs dans [0;1] et g continue sur [0;1], on en
déduit que = — g (|z|) est continue sur [—1;1]. De méme = — +/|z| est continue sur [—1;1] et par
produit

‘la fonction h est continue sur [—1;1]. ‘

La fonction g est continue sur [0; 1]. Par composée, |g| est continue sur le segment [0; 1]. Donc par le
théoreéme des bornes atteintes, la fonction |g| est bornée et atteint ses bornes sur [0; 1]. En particulier,

sup |g(x)| existe et est méme un maximum.
z€[0;1]

La fonction g est € sur ]0;1] comme produit de fonctions 4. Donc par produit et composées, la
fonction h est € sur [—1;0[U]0; 1]. De plus,

Ve >0, h(z)=+zzn(z)=2%%In(z)
Ve <0, h(z)=(—z)*%n(-z).

Donc,

3
Ve >0, h(zr)= iﬁln(aj) +VzT
3
Vo <0, h(x)= —5\/—$ln(—x) —V-z
A nouveau par croissance comparée, on a

. / I ET /
i%h(x)_o_i%h(x).
x>0 <0

Des lors, lim h'(x) existe. Ainsi,
x—0
z#0
o la fonction h est continue sur [—1;1] (par la question [L]),
o la fonction h est € sur [-1;1] \ {0},

/i3
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o lim A'(z) existe et vaut 0.
z—0
z#0
Donc d’apres le théoréme de prolongement de fonction de classe €, on en déduit que h est €' en 0

(et 1'(0) = 0).

hest €' sur [—1;1].

. D’apres le cours une fonction admet un développement d’ordre 1 en 0 si et seulement si cette fonction
est dérivable en 0. Or h est €1 en 0 et est donc dérivable en 0. De plus h(0) = h/(0) = 0. Donc
h admet un développement limité en 0 a ’ordre 1 et‘

h(z) :00+0x+0(x):o(gc).

Tr—

. Montrons que h' n’est pas dérivable en 0 et que donc h n’est pas deux fois dérivable en 0. On a vu
que A'(0) = 0. Donc pour tout z € RY,

W(z) =K (0)  3vxln(z)+/z _ 3In(z) + 2‘

x—0 x 2z

Par quotient de limite (3In(z) +2 — —occ et v/ — 07), on en déduit que

I 3In(z) +2
im ——— = -0
oy 2V

Donc h' n’est pas dérivable en 0 et donc

‘h n’est pas deux fois dérivable en 0.

. Soit ' le domaine de dérivabilité de g. La fonction g est le produit de fonctions dérivables sur ]0; 1]
et est donc dérivable sur |0;1] : ]0;1] € 2’. Montrons que g n’est pas dérivable en 0. Pour tout z > 0,

e () —g(0) _zln(a)
g(x) —g(0)  xln(z)
0 - = In(x).
D’ou
i 9®) —900) _
xz—0 x—0
x>0

Donc g posseéde une tangente verticale en 0 et n’est pas dérivable en 0.

Conclusion :

le domaine de dérivabilité de g est 2" =0; 1].

. On a pour tout z €]0;1], ¢'(x) = In(z) + 1 qui est une fonction strictement croissante sur ]0; 1] étant
la somme d’une fonction strictement croissante et d’une fonction constante. De plus pour x €]0; 1],

gd(x)=0 & In(z) > -1 & r>el.

Donc g est strictement décroissante sur ]O;e_l} et par continuité de g en 0, sur [0; ;e_l]. Et g est
strictement croissante sur [e_l; 1}. Enfin ¢ (e_l) = —e . On en déduit donc le tableau suivant :
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x 0 e~ 1 1
/ 1
g 0
/
—0Q
g(x) — 0 +
0 0

T | | | - | | | | |
T T T — T T T T T

8. D’apres la question précédente, la fonction ¢’ est croissante strictement sur [6_3/ 2. e_l}. Par consé-

quent, pour tout z € [e_3/2;e_1}, J (e_3/2) < d(z) < ¢ (e_l) = 0. Donc en passant aux valeurs

absolues, [g(x)] < |¢/ (6_3/2)‘ = ’—% + 1’ = ’—%‘ = £. Ce majorant est bien un maximum car il est

atteint pour z = e 3/2. Do,

1
M = sup |g'(:v)| =3
xe[e*3/2;e—1]

Partie 2 : Etude d’une suite récurrente

On définit la suite (t,,),,cy Par to € [e_3/2; e_l] et pour tout entier naturel n

tn+1 = —g (tn) .

9. On pose pour tout n € N, Z(n) la propriété « 0 < t, < t,41 < e~ ! ». Démontrons par récurrence

que Z(n) est vraie.

e Initialisation. Si n = 0, alors par définition e™3/2 < ty < e~!. Donc par décroissance de g sur

[O;efl], on en déduit que g (tp) = g (efl) = —e letdonct; = —g(ty) < el De plus on a les
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équivalences suivantes :

to < t s tg< —g(to) = —toln (to)
& to(1+1n(t)) <0
& 1+1In(t) <0 car tp > 0
& In (tp) < -1
& to < e L.

La derniére assertion étant vraie par hypothese, on en déduit que 0 < tg < t1 < e~!. Donc & (0)
est vraie.

o Hérédité. Soit n € N. Supposons & (n) vraie. Alors 0 < ¢, < t,11 < e”!. Par croissance de la

fonction —g sur [O;efl], on en déduit que

N

—9(0) < =g (tn) < =g (tas1) < —g (e7) & 0<typ <tppo<eh.

Donc Z(n + 1) est aussi vraie.

o Conclusion. On en déduit que pour tout n € N, la propriété &?(n) est vraie et notamment

VneN, t, <t <e L.

10. D’apres la question précédente, la suite (%), est croissante et majorée par e~ 1. Par le théoréme de
convergence monotone,

la suite (t,),,cy converge vers un réel /.

11. Onatg € [6_3/2;6_1} et la suite (t,),cy est croissante et majorée par e~!. Donc
Vn € N, ty, € [e_g/Q;e_l} .

Donc par passage a la limite, [ € [6_3/ 2, e_l} (intervalle fermé quand on passe a la limite!!).

De plus, pour tout n € N, on a t,11 = —g(t,). La suite (t,41),,cy converge vers [ et la fonction —g
est continue sur [0; efl} donc par la caractérisation séquentielle de la continuité,

l= lim tp41 = lim —g(t,) = —g( lim tn> =—g(l).

n—-+o0o n—-+o00 n—-+o00

Or [ # 0. Donc —[1In(l) = [ puis
~In(l) =1 = l=e'|

12. Soit x € [e*3/2; e ! [ La fonction g est

o continue sur [I’;e_l]v

e dérivable sur ]CL‘; e~ ! [

Donc par I'identité des accroissements finis, il existe t € ]a:; efl[ tel que

x) — e !
g( i_i_(l ) =g’(t).

D’ou

l9@) =g ()| <lg®l|e—eT| < s @]z
t€[e‘3/2;e*1]

o/i8
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Donc d’apres la question [§]

lg(2) = g (e71)| < ‘x_;'l'

ce qui est encore vrai si « = e~!. Conclusion,

Vr € [6_3/2;6_1} , ‘g(m) —g (e_l)’ < |x_2€_1|

D’apres la question , la suite (Z),,cy et croissante et 'on a pour tout n € N,
e <ty <ty <et

Autrement dit pour tout n € N, ¢,, € [6_3/ 2, e_l}. Donc par la question précédente,

_ _ _ th —e !
’tnﬂ —e 1‘ - ’—g(tn)—l—g(e 1)’ — ‘g(tn) —g (e 1)‘ < |”2{
Alinsi,
_ ty —e 1 tn1 —e ! tn_og —e
R ey e
Et par récurrence on trouve
to—e!
-1 0
tas =7 < |2n+1|
Ainsi,
-1 1\" -1
Vn € N, ’tn—e ‘é > ‘to—e ‘
Par passage a la limite dans la question précédente, on obtient,
0< lim ’tn —e*l‘ <0.
n——+0o
Donc par le théoréme d’encadrement, lir_ir_l ’tn — e_l‘ = 0 autrement dit on retrouve la limite de la
n—-+00o

suite :

lim ¢, =e¢ '.
n—-+o00

10/18;
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Probleme III - Analyse Asymptotique

Soit n € N*. On définit la FONCTION ITEREE n'™ME de I’ arctangente, que on note arctan™, par :

arctan["] = arctanoarctano---oarctan

n fois

ou o désigne la composition entre fonctions.
Partie 1 : L’itérée premiere

Soit p € N.

1. On sait que

1 Zp k k
= —1 P .
1+UU—>0k:0( ) v +0(u)

Donc en posant u = 2 —6 0, on obtient que
T—>

1 L k 2k %

2. La fonction arctan est une primitive de = +— H%’ qui d’apres la question précédente admet un
développement limité a I’ordre 2p. Donc par le théoreme de primitivation des développements limités,

ona P p2k+1
arctan(z) = arctan(0) + kZ:% (-1) Y] +o ($2p+1) .
Or arctan(0) = 0. Conclusion, on retrouve la formule bien connue du cours,
L. (—1)F P 2p+1
t » .
arctan(x Z Y] +o (a: )
3. A lordre 5, on a arctan (u) = wu— 13—3 + %5 +o (u5) Donc en posant u = 2z — 0,
u—0 z—0
8z° 3
arctan (2z) = 20 — KN + o (z°).
Des lors,
1 B 1 1 1
arctan (2z) z—0 24 — % +o(aB) 2-0 221 — % +o(?)
_ _4x? 2
Posons u(x) = —4= + 0 (2?). Alors
o u(x) - 0
e Et
_ 2
o (u(x)) =0 (z%)
Or IJ%U o 1 —u+o(u). Donc

1 1
arctan (27) 50 27 (L ul@) +o(u(@))

- <1+4§+0( 2)+0(x2)>
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De la méme fagon, on a

1 1
sh (2x) 20 94 + )
1 1
z—0 2$1+%+0(x2)

— 1( 12+0($2)+0($2)>
z—0 22 3
1 x

:ESO % - § to (IE)

Ainsi,
! 1 1 x 1 2x
Sh(22)  arctan (22) a0 2z 3 TOW Ty T o) 5 e tol@).
Conclusion,
1 1

sh(2z)  arctan (2z) a0

4. On consideére la fonction

frxm— x3/2\/72r —arctan (x + 1).

1

u

1 1 1
flz)= wg/z\/arctan (w—l—l) = xs/z\/arctan (x i 31:)

Or p%u o l—u+u?+o (uz) Posons u(z) = % — 0. Alors,

Pour tout u > 0, on sait que arctan(u) + arctan ( ) = 5. Donc pour tout x > 0,

T—+00
1 11 ( 1 )
14+ 1 a9+ _x+x2 +o x2
Alors
(1) (e ()
arctan | — = arctan | — o| =
1+ % T—+00 N 3
Posons u(x) e i_ 3712 + %3 +o (%) Alors,
e u(r) — 0
T—>+00
° ~ 1 3 ~ L
Comme u(z) eti-+ alors u(x) L w e
3 — -
u(x) rstoo 23 | 0 <x3>
e Enfin,
3 — -
o), 5.0 ()
— 3 3
Or arctan(u) SouT % + 0 (u*). Donc
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Deés lors,
11 2 1\)Y?
1(@) rtoo (:r x2 + x3 o (x3>>
12 1)) Y2
2o 2en(2)
T—r+00 R x?
Posons v(z) e -1y % +o (x%) Alors,
o v(x) — 0.
r—r+00
. ~ -1 2~ Ly
De plus, comme v(x) W T alors u(z) W w Le
1 1
2
u(z) a—+00 12 +o <x2>
o Enfin,

Or
1/2 v (1/2)(-1/2) , 2 v v? 2
(1+v)/v_> 1+§+ 5 v+0(v)viol+§—§+0(v).
D’ou
9 1 1/2
f@, 5 (-5 + o)

T ()
sotoo T D Sz °\z/)

On en déduit que

1
la fonction f admet une asymptote d’équation y = x — =

5"

De plus f(z) — (m — %) Niete é. Or pour tout = > 0, é > 0 et deux équivalents ont méme signe au

voisinage considéré. Donc

‘la courbe représentative de f est au-dessus de son asymptote au voisinage de +oo.

Partie 2 : L’itérée deuxiéme

5. On sait que arctan(z) =, m—; + % + 0 (2°). Posons u(z) = arctan(z). Alors, on a
x x

o u(x) = 0.

e De plus,
u@P 5, (2 =5 +5 10 () (25 + 5 +0(?)
:ci() 1'2 _g +o (xS)
—% +o (ac5)
“+o0 (m5)
miO 2_2§ + ($5)
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e Puis,

o Comme u(z) ~ =z, on en déduit que u(x)> ~ z° et donc
z—0 z—0

o Enfin,

Ainsi,

arctan? (z) o u(x) — @ +

x—0

ol ool
%% o
_|_

o e + (3+5+3)a’ + (1‘5)

z—0 3 15

Conclusion,

20 112°
arctan? (z) =%~ %4—%—1—0@5).
xT

6. Pour tout = # 0, arctan(z) > 0 et donc arctan®(z) = arctan (arctan(z)) > 0. Ainsi, pour = > 0,
arctan?l (z)
X

r € R*,

arctan

~ (2]
> 0. De méme, pour z < 0, on a arctan!? () < 0 et donc - @) - 0. Donc pour tout

cos(x) arctan!2] (z)
~ ln( -

g(z) =e

Par la question précédente,

z3 z5
ln<arc‘mn[2](x)> = 111(35_23—’_1%5 +0(a:5)) = 1n<1—2562+0($3)>.

x#0 x#£0
_ 2z 3
Posons u(x) = —2 + 0 (2°). Alors
x#0
o u(x) — 0.
z—0
x#0
e De plus,
2 _ 3
u(x) 0O (%)
z#0
° . . 2 — 3
A fortiori, o (u(z)?) o0 (7).
z#0

14/18
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2

Orln(l1+u) = u—*% +o(u?). Des lors,

u—0
arctan!? () 222 3 3 3 222 3
ln(w o3 +o0(x°) +o0(2°) +o(a) ziO_T—i_O(x )
z#0 z#0
Ainsi,
cos(x) arctanld(z) 1 ( x? 9 > ( 222 3 >
o () (1 o) (5 o)
x#0
2 2z
2 2
S (-5 +0@) (5 +o6)
x#0
2z 2
2—0 _E to (:E )
z#0
_ 2 2
Posons v(x) = —22 + 0 (2%). Alors,
x#0
e v(z) — 0
z—0
#£0
. - ~ 2 2 . 42?
De plus, puisque v(z) 3ot donc v(x) o et donc
x#0 z7#0
42
2 2
U(:E) ij ? to (:C )
z#0
o Enfin,
2y _ 2
o (v(z)?) =0 (z%)
x#0
Ore’ = 1—1—11—1—%—}—0(1}2) D’ou,
v
v*(z) 2
g(z) = v(x) + 5 +o (v*(x))
x#0
2z 9 222 9 9
xiO —;—Fo(w ) +?+O(Z‘ ) +0(33 )
x#0
2z 2z° 9
Sol T g o)
T#£0
On remarque alors que g(z) ~ 1i.e.
z—0
z#0
lim g(z) =1
z#0

Donc

la fonction g est prolongeable par continuité en 0 en posant g(0) = 1. ‘

On note § son prolongement. On a
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Donc g admet développement limité & 'ordre 1 en 0 donc

2
g est dérivable en 0 et admet pour tangente en 0 la droite d’équation y =1 — ?x
Enfin,
. 2x 212
o0 - (1-5) 5, %5 >

Or deux équivalents ont méme signe au voisinage considéré donc

la courbe de g est au-dessus de sa tangente au voisinage de 0.

G
|

L i S

FLEE R R

Partie 3 : L’itérée n-iéme
7. Procédons par récurrence. On pose pour tout n € N*, & (n) : « arctan est définie sur R et impaire. »

Initialisation. Si n = 1, alors arctan!!l = arctan est bien définie sur R et impaire.

Hérédité. Soit n € N*. Supposons & (n) i.e. arctan[™ est définie sur R et impaire. Alors, arctant1] =
arctan o arctan [n] est bien définie sur R en tant que composée de deux fonctions définies sur R.

L’ensemble R est bien centré en 0 et pour tout = € R,

arctan"*! (—z) = arctan o arctan (—x)
= arctan! (arctan (—z))
= arctan™ (— arctan () car arctan est impaire
= — arctan” (arctan(x)) car par hypothése de récurrence, arctan™ est impaire

= —arctan" " (z).

Donc arctan[ 1 est impaire et Z2(n + 1) est vraie.

Conclusion,

Vn € N¥, arctan!™ est bien définie sur R et impaire.

8. Soit n € N* et k € N. En tant que composée de fonctions €* sur R la fonction arctan™ est €% sur
R. Donc par le théoréme de Taylor-Young,

pour tout k € N, arctan” admet un développement limité a ’ordre &k en 0.

De plus, d’apres la question précédente, arctan™ est impaire et nous regardons le développement en
0 (important!) donc

le développement limité de arctan en 0 n’admet que des puissances impaires.
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Autrement dit

P
Vp eN, J(a1,as,...,ap+1) € RP, arctan!™ () = I;)a2k+1$2k+l +o0 ($2p+1) .

On admet dans la suite qu’il existe trois suites (an),cn+> (@n)pen+> (@n)pen- telles que pour tout n € N*,

arctan™ (z) =, + bz + cpz® 4 0 (z°).
z—

9. Soit n € N*. Posons u(z) = arctan(z) = x — % + %5 + o (z°). Alors, par la question [5on a

z—0
u(x)zj)()

3 _ 3_ .5 5
u(x) ST + o ()

u(z)® =, 2° + o (z°)

Donc
arctan"(z) = arctan!™ (u(z))
=, anu(x) + bpu(z)? + cou(z)® + o (u(z))
=, —%agd %gd
+bpz®  —bpad®

+o ( )
+o ( )
—|—cna:5 “+o0 (1‘5)
+o ( )

_ n\ 3 an 5 5
zzoanx—i—(bn—?)x —|—<E—bn+cn)x +0(a:).

Conclusion,

¥ [n+1] _ ( _al) 3 (al_ ) 5 5
Vn € N*, arctan (x)x_manac—k by, 3 z° + 5 b +cn)x +0(w).

10. Soit n € N*. On sait que arctan/”+1] =, W17 + bpp12® 4 cpp12® + o (x5) Donc par la question
T—

précédente,
a a
Uns1 % 4 bpp12> + cpp12° + 0 (x5) =, G+ (bn — ?n) >+ (gn — b, + cn) 2>+ o (m5) .
Conclusion, par unicité du développement limité,
ap+1 = Qn
VTLGN*, bn—l—l:bn_%
Cnt1 = B — by + cp.

11. Pour tout n € N*, ay41 = a,. Donc |(a,),cn+ est une suite constante|. Donc pour tout n € N¥,

an = a. Or arctan(z) = % + %5 +o0 (:):5) Donc
X

a; =1
1
b1:—§
1
Clzg

Ainsi,
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12. A Taide des deux questions précédentes, on a pour tout n € N*,

an 1
i1 =by — 2 =b, — =.
+ 3 3

Donc | (by),,cn- est une suite arithmétique de raison r = —% . Ainsi,

n—1 1 n-—1 n
Vn € N*, n 1 3 3 3 3
Conclusion,
. n

13. Soit n € N, n > 2. On considere la somme suivante :

Z Ck+1 — Ck

On reconnait une somme télescopique donc

1

Sn:cn—clzcn—g.

D’autre part, par la question on a

_ n—1
1k n—1 1n—-1)n n-1
7_b B - < )Z 3 - ’
;( L+ Ck ck> kz::l 5+3 3 +3 5 30 (6 +5n)

Ainsi,

(5n+6) (n— 1)

Sp =
30

14. Par la question précédente, pour tout n € N*, on a

. _14_5 _1+(5n+6)(n—1)_6+5n2—5n+6n—6_5n2+n_n(5n—|—1)
Y T 30 - 30 30 30

15. Si n =1, on retrouve bien

3 3 5
_ T 1x6 5 _ T T 5
arctan(m)xzox—g%— 50 © +o(x )xzox—§+€+o(a:)
Si n = 2, on retrouve le résultat de la question
20 2x11 2% 1l
(2] _ . A 5 5 — .. =T 5
arctan'“ (z) 0% 3 50 Z +o(x )m_ma; 3 + 15 +o0(z°).

Conclusion, ‘les résultats sont cohérents.

Ce qui est plutot rassurant...
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