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Pour tout x € Ry, on pose f(x) =
1.

On fixe uy € |0; 1] et pour tout 7 € N, w4y = —n
7.

8. Déterminer la monotonie de la suite (u,,)

[ Probléme 1 - Suites

Partie 1 : Etude de f

22
x4l

Déterminer le tableau de variations complet de f sur R,.

2. Préciser f(1) et I’équation de la tangente de f en 0.
3.
4

. En déduire le comportement asymptotique de f en 400 (existence d’asymptote ou non et en

Déterminer un développement asymptotique de f a ordre o () de f quand z — 4oo0.
cas d’existence position de la courbe de f par rapport a cette asymptote).

Résoudre sur R, I"équation f(x) > x et en déduire la position du graphe de f par rapport a
la droite y = x sur R,.

Tracer le graphe de f sur R,. Faire apparaitre sa tangente en 0, son asymptote en 400 et la
droite y = z.

Partie 2 : Une suite récurrente

2

1+un *
Justifier que la suite (uy), oy existe et est a valeurs dans ]0; 1[.

neN-

9. En déduire la convergence de (u,), oy et déterminer sa limite.

10.
11.

12.
13.

14.
15.
16.
17.

18.

Justifier 'existence d’un entier ng € N tel que pour tout n > ng, u, < %
On pose k = % Montrer que f est k-lipschitzienne sur [0; %}

kn—no

En déduire que pour tout n = ng, u, <

En déduire la nature de Z Uny.
neN

Partie 3 : Une suite implicite

Justifier que pour tout n € N, il existe un unique x,, € R, tel que f (z,) = n.

Déterminer la monotonie de (z,),,cy-

Déterminer, si elle existe, la limite de (z,,),,cx-

A Taide de la question [3.| déterminer un développement asymptotique de z, a l'ordre o(1)
quand n — +oc.

1
En déduire la nature de la série Z —

neN* Ln
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Probléeme 2 - Polyn6mes

On définit la suite de polynémes (P,) par récurrence par P, = X — 1 et

neN*

Vn > 1, Poii=P,+(n+1)X" (X -1).

Partiel : Casn=2et n=3

1. Calculer P, et préciser sa factorisation dans R[X].
2. Calculer Pj et préciser sa factorisation dans R[X].

3. On note D = {z € C | |z]| < 1}. Déterminer la factorisation de P; dans C et vérifier que les
racines de P3 appartiennent a D U {1}.

4. On considere I'équation polynomiale suivante (E) : P/ (X?)=2P +2X + 1,
d’inconnu P € R[X].
(a) Vérifier que P, est une solution de (E).

(b) Déterminer toutes les solutions de (F).

Partie 2 : Déterminer des P,

5. Pour tout n € N*, déterminer le degré de P, et «,, son coefficient dominant.
6. Montrer que les P, possedent une racine commune que l’'on précisera.
7. Montrer que pour tout n € N* et tout « € |1;+o00|, P,(x) > 0.
8. Soit n € N, n > 2. Montrer que
Z (k+1)X*(X-1)=P,—P.

n—1
9. Soit n > 1. Simplifier Y [(k + 1) X" — kX*].

k=0

10. En déduire que pour tout n > 1,
=nX" — Z X",

Partie 3 : Multiplicité des racines

Soitne N et Q, = (X —-1)F,
n—1
11. Simplifier (X —1) >~ X*.

12. En déduire 'expression développée de @, puis de Q..
13. Déterminer les racines de (), et leurs multiplicités.

14. En déduire que 1 est I'unique racine multiple (de multiplicité strictement plus grande que 1)
de @, et préciser sa multiplicité.

15. Montrer que P, ne possede que des racines simples.

16. Combien de racines distinctes (réelles ou complexes) possede P, 7

3/
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Partie 4 : Localisation des racines

Soit n € N*.
n—1
17. Soit z € C tel que |z| > 1. Montrer que | 2" < n|z|".
k=0

18. En déduire que P, n’a pas de racine dont le module est strictement plus grand que 1.

19. Soit z € Uy, \ {1} une racine n-itme de I'unité différente de 1. Montrer que z n’est pas racine
de P,.

20. Soit z € C tel que z # 1 et |z| = 1.
(a) Dessiner Dy = {2z € C| |z 4+ 1] < 2}.
(b) Développer et simplifier |z 4 1|°.
(¢) En déduire que z € Ds.
(d) Montrer que z n’est pas racine de F,.
21. Déterminer toutes les racines de P, ayant un module supérieur ou égal a 1.

Probléme 3 - Séries

Pour tout (o, x) € R?, on définit pour tout n € N*,
_ In(n)

n
n — .

nOé
Partiel : Cas z =1

On suppose dans cette partie que x = 1.

1. On suppose a = 0. Déterminer la nature de Z Up.
neN*
2. On suppose a < 0. Déterminer la nature de Z Up.
neN*
3. On suppose a € ]0;1].
(a) La série > w, diverge-t-elle grossierement ?
neN*

(b) Justifier que pour tout n > 3, u, > n%

(¢) En déduire la nature de ) w,.
neN*
4. On suppose a > 2. Déterminer la nature de Z Up.
neN*
5. On suppose « € ]1;2]. On pose [ = O‘?“

(a) Déterminer lim n’u,.
n—-+00

(b) En déduire que » u, converge.
neN*
Partie 2 : Cas a =1

On reprend = € R et on suppose dans cette partie que a = 1.

6. On suppose que z > 1. Déterminer la nature de Z Up.

neN*
7. On suppose que z € [0; 1[, montrer que »  w, converge.
neN*
8. En déduire la nature de > w, si z € ]—1;0].

neN*

4/B)



c
A
s s e Mathématiques PTSI, DS6 Samedi 09 Mars 2024

Partie 3 : Etude ducas a=2=1

On suppose dans toute la suite que @ = 1 et z = 1. On pose pour tout n € N*,

n
et 5% :=§£:Uk
k=1

In(n)

Uy =
n
9. Etudier la monotonie de f : x ( ) sur son domaine de définition.

10. Montrer que pour tout n > 4,

In*(n+1) In*3) n In(2)

B In*(n) In*3)  In(2)  In(3)
2 2 2 .

2 2+2+3

11. En déduire que Z u, diverge. Avec quelle question ce résultat est-il cohérent ?
neN*

12. Déterminer un équivalent de S,, quand n — +o0.

Partie 4 : Un développement limité de 5,

() _ 1<>

Pour tout n > 2, on pose v,, = / dt et 'V, = Z V.
n k=2
13. Montrer que (V},),,-, est décroissante.
14. Montrer que pour tout n > 2,
In%(n
]

15. En déduire que (V,),,., converge. On note ¢ sa limite.

16. Déterminer un développement limité de S, a 'ordre o(1) quand n — 400 en fonction de /.

Partie 5 : Une série alternée

k—1 hl(k)
.

Pour tout n € N*, on pose w,, = (—1)"" lln(" et T, = Zwk— Z 1)
k=1
On admet que le résultat suivant (cf DM) : il existe ~y 6 R* tel que

ZZ:; = (n) +v+o(1).

17. La série »  w, converge-t-elle absolument ? Peut-on en déduire la convergence de (T,)
neN*

18. Montrer que pour tout n € N*,

9
neN* -

Tyn = Son — S — In(2 Zl

??

19. En déduire que (T5,) converge et exprimer sa limite en fonction de .

neN*

20. En déduire que Z w,, converge et exprimer sa somme totale en fonction de ~.
neN*

5/



