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Commentaires du DS8 - CCB
Analyse - Algèbre

La note finale s’obtient par la formule suivante NF =
(

T otal
65

)0,8 × 20.

Soin P1.1 P1.2 P1 P2.1 P2.2 P2.3 P2 Total Note finale
Moyenne -0,8 1,2 3,4 4,6 3,2 2,8 1,2 7,3 11,4 8,56

Sur 6 50 56 6 19 14 39 95 20

TOTAL : 95 pt

Des extraits de rapport du jury sont insérés aux questions concernées.

Problème I - Analyse (d’après banque PT 2018) 56 pt
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Partie 1 : Préambule 6 pt

On considère deux réels a et b tels que a < b, et une fonction f , de classe C 1 sur [a; b].

1. 2 pt Montrer qu’il existe une constante positive M telle que, pour tout réel t de [a; b] :∣∣f ′(t)
∣∣ ⩽M.

Plusieurs bonnes réponses mais pas assez à mon goût vu le nombre de fois que nous avons croisé cette
question auparavant. Certains sont partis sur le théorème des accroissements finis.

2. 2 pt Que vaut lim
k→+∞,k∈N

1
k

∫ b

a
f ′(t) eikt dt ?

Très très peu de bonnes réponses. A bien retravailler, la résolution n’est pas très dure et à savoir. Je
rappelle que |ez| = 1 SI z ∈ iR... Cela pouvait être utile...

3. 2 pt A l’aide d’une intégration par parties, montrer que : lim
k→+∞,k∈N

∫ b

a
f(t) eikt dt = 0.

C’est l’exercice 6 de révision des vacances de printemps ! Mais le remplacement du sinus par l’ex-
ponentielle complexe en a laissé plus d’un sur le carreau. Là encore je rappelle qu’une primitive de
x 7→ ezx est x 7→ ezx

z pour tout paramètre z ∈ C∗. Il serait bon de réviser les complexes probablement.
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Partie 2 : intégrale de Dirichlet

Pour tout n ⩾ 1, on pose

In =
∫ nπ

π

sin(t)
t

dt, un =
∫ (n+1)π

nπ

cos(t)
t2

dt.

4.* 1 pt Justifier que pour tout n ⩾ 1, In et un existent.
Vous êtes nombreux à bien parler de continuité mais la justification manque souvent de clarté. Je
précise que sin(t)

t ne peut pas être continue puisque c’est un nombre. On ne le confond plus avec
t 7→ sin(t)

t . De plus cette dernière fonction n’est pas continue sur R car certainement pas en 0.

5. 2 pt Montrer que pour tout n ⩾ 2,

In = (−1)n+1

nπ
− 1
π

−
∫ nπ

π

cos(t)
t2

dt.

Une petite intégration par parties. Aucune difficulté. Quelques bonnes réponses. N’oubliez pas de bien
rédiger et de ne pas dire « soient u et v deux fonctions C 1 ». Le caractère C 1 ne doit pas être une
supposition mais en posant u = . . . et v = . . . on doit ALORS constater qu’elles sont C 1.

6. 3 pt A l’aide d’une majoration de un, montrer que la série
∑

n∈N∗
un converge.

Question un peu plus dure mais importante. Plusieurs bons éléments mais rarement de réponses
complètes. Je rappelle que un → 0 n’implique pas que la série converge ! ! !
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7. 2 pt En déduire que (In)n∈N∗ converge et préciser sa limite en fonction de
+∞∑
n=1

un.

Pas de bonne réponse. Pas si dure, cf corrigé.

Dans ce qui suit, a désigne un réel strictement positif.

8. 2 pt Montrer que la série de terme général (−1)n+1a2n+1

(2n+1)(2n+1)! est absolument convergente.
Pas de difficulté majeur mais très peu de bonnes réponses. On passe à la valeur absolue et on majore
ou on utilise la règle du n2 pour s’en sortir.

9. 2 pt Soit

ψ :
R → R

t 7→ ψ(t) =
® sin(t)

t si t ̸= 0
1 sinon.

Montrer que ψ est C 1 sur R.
Un grand classique mais là encore pas de bonne réponse. Les apprentissages du cours sont bien
trop superficiels, la preuve en est que quelques semaines plus tard vous ne connaissez déjà plus les
hypothèses nécessaires. Sans un savoir solide du cours il est illusoire de pouvoir résoudre des questions
du concours.

10. 2 pt Soit n ∈ N. Montrer que ψ admet un développement limité à l’ordre 2n en 0 que l’on précisera.

Plusieurs sont partis sur le caractère C 2n ce qui n’était pas vérifiable ici (du moins en 0 là où on
souhaite le DL ! ! !) Il fallait écrire celui du sinus, diviser par t puis vérifier que la formule obtenue
marche encore en 0. Cf le corrigé.

11.* 2+1(bonus) pt En déduire que
∫ x

0
ψ(t) dt =

x→0

n∑
k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1) (2k + 1)! + o
(
x2n+1).

Un seul a pensé à la primitivation du développement limité. Dommage.

On admet dans la suite que ∫ a

0
ψ(t) dt =

+∞∑
k=0

(−1)k a2k+1

(2k + 1) (2k + 1)! .

Dans ce qui suit, la partie réel d’un nombre complexe z sera notée Re(z).
Pour tout t ∈ R et n ∈ N, on pose vn(t) = (−1)nan

n! Re
(
e−int

)
.
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12. 1 pt Définir la série exponentielle complexe et rappeler son domaine de convergence et sa somme
totale.
Cadeau... Mais vous vous en êtes peu approprié les points finalement. Le cours, le cours, le cours...

13.* 2 pt Justifier que pour tout t ∈ R,
∑
n∈N

vn(t) converge.

Très peu traitée.

On admet que ∀N ∈ N, VN : t 7→
+∞∑

n=N+1
vn(t) et V : t 7→

+∞∑
n=0

vn(t) sont continues sur R.

14.* 2 pt Montrer que Re
Å∫ π

2

0
e−a e−it dt

ã
=

∫ π
2

0

+∞∑
n=0

vn(t) dt.

Non traitée.

15. 2 pt Montrer que, pour tout entier naturel N :∣∣∣∣∣∣
∫ π

2

0

+∞∑
n=N+1

(−1)n an

n! Re
(
e−int

)
dt

∣∣∣∣∣∣ ⩽ π

2

+∞∑
n=N+1

an

n! .

Non traitée.

16.* 2 pt Montrer également que
∑
n∈N

(−1)n an

n!

∫ π
2

0
Re

(
e−int

)
dt converge.

Non traitée.

17.* 2 pt Déduire des deux questions précédentes que

∫ π
2

0

+∞∑
n=0

vn(t) dt =
+∞∑
n=0

(−1)n a
n

n!

∫ π
2

0
Re

(
e−int

)
dt

Non traitée.
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18. 2 pt Calculer pour p = 0 :
∫ π

2

0
Re

(
e−ipt

)
dt, puis pour tout entier naturel non nul n :∫ π

2

0
Re

(
e−int

)
dt. (On pensera à distinguer les cas, en fonction de la parité de n).

Très abordable ! ! Mais peu d’entre vous l’ont tenté.

19. 2 pt En déduire une expression de de la partie réelle de
∫ π

2

0
e−a e−it dt en fonction de la somme totale

d’une série.
Non traitée.

Pour tout x ∈ R+, on pose

F (x) =
∫ π

2

0
e−x cos(t) dt.

20.* 2 pt Montrer que la fonction exponentielle est 1-lipschitzienne sur ]−∞; 0].
Quelques bonnes réponses. Pas assez à mon goût vu le nombre de fois où nous l’avons traité. Des
confusions entre le x, y, z...

21.* 2 pt En déduire que F est π
2 -lispchitzienne sur [0; +∞[.

Pas très compliquée mais non abordée.

22.* 1 pt En déduire que F est continue sur [0; +∞[.
Facile mais non abordée.

23. 1 pt Déterminer le sens de variation de la fonction h :
[
0; π

2
]

→ R
t 7→ e−a cos(t) .

Facile ! ! ! Quelques-uns ont pensé à la faire mais vous auriez dû tous la résoudre.

24. 2 pt Montrer que pour tout a ⩾ 1,
∫ π

2

π
2 − 1√

a

e−a cos(t) dt ⩽ 1√
a
.

Une ou deux bonnes réponses. Pas si dure et à savoir.
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25. 3 pt En déduire la valeur lim
a→+∞

F (a).

Non réussie.

26. 1 pt Déterminer, pour tout réel t de
[
0; π

2
]

la partie réelle, la partie imaginaire et le module de
e−a e−it .
Encore une question de cours. Personne ne la faite malheureusement.

27. 2+1 pt Montrer que pour a ⩾ 1,
∣∣∣∣∣
∫ π

2 − 1√
a

0
Re
Ä
e−a e−it

ä
dt

∣∣∣∣∣ ⩽ F (a) et en déduire

lim
a→+∞

∫ π
2 − 1√

a

0
Re
Ä
e−a e−it

ä
dt.

Non traitée.

28. 3 pt En déduire, à l’aide des résultats précédents, la valeur de :

lim
a→+∞

∫ a

0
ψ(t) dt.

Non traitée.

Problème II - Algèbre (d’après banque PT 2019) 39 pt

n et p étant deux entiers naturels non nuls, on désigne par Mn,p (K) l’ensemble des matrices à n lignes et
p colonnes à valeurs dans K (K = R ou C). Pour A ∈ Mn,p (K), on note AT la transposée de la matrice
A. L’ensemble des matrices carrées d’ordre n à coefficients dans K (K = R ou C) est noté Mn (K). Pour
A ∈ Mn (K) on note Tr (A) sa trace. Une matrice A ∈ Mn (K) est dite antisymétrique si AT = −A. On
note An (K) l’ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n à coefficients dans K.
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Partie 1 : Cours 6 pt

1. 2 pt Montrer que pour tout n ∈ N∗, An (R) est un espace vectoriel sur R.
Facile ! ! ! Pas mal de bonnes réponses. Il faut absolument savoir le faire.

2. 2 pt Montrer que toute matrice A ∈ A3 (R) est de la forme

A =

Ñ
0 −γ β
γ 0 −α

−β α 0

é
avec α, β, γ ∈ R.
Bien dans l’ensemble. Quelques-uns parachutent le faite que les coefficients diagonaux sont nuls ou
établissent plutôt la réciproque.

3. 2 pt En déduire une base de A3 (R) et dim (A3 (R)).
D’importantes lacunes sur la nature des objets pour certains mais bien dans l’ensemble.

Partie 2 : Lien entre matrice antisymétrique et matrice orthogonale 19 pt
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On se fixe dans cette partie un entier naturel n non nul et une matrice A ∈ An (R). On note I la matrice
identité de Mn (R).

4. 2+1 pt Montrer que pour toute matrice colonne X ∈ Mn,1 (R) et toute matrice carrée B d’ordre
n, on a :

XTBX = XTBTX.

En déduire que XTAX = 0.
Plus dure pour la première partie, très peu réussie. La seconde partie plus facile a été plus souvent
traitée.

5. 3 pt Soit une matrice colonne X telle que (A+ I)X = 0. En calculant XT (A+ I)X de deux
manières différentes, montrer que X = 0.
Des confusions. Je rappelle que (A+ I)X = 0 n’implique pas en général que X = 0 ou que A+ I = 0
c’est un résultat faux que l’on a répété très souvent au cours de l’année !

6.* 3 pt Montrer que l’application φ définie pour tout X ∈ Mn,1 (R) par φ (X) = (A+ I)X est un
automorphisme de Mn,1 (R).
De bons éléments globalement. Peu de réponses complètes malheureusement mais des définitions sues.
A consolider encore.

On admet que A+ I est inversible.

7. 2 pt Montrer que la matrice B = (I −A) (I +A)−1 est inversible et que B−1 = BT .

Pas très difficile ! ! Au moins pour le démarrage. Puisqu’on nous donne le résultat B−1 = BT , il nous
suffit juste de le vérifier et donc de montrer que BBT = I. A revoir.

8. 2 pt Calculer (I +B) (I +A). En déduire que I +B est inversible.
Peu de bonnes réponses.

9. 2+1+3 pt Réciproquement, soit B une matrice inversible telle que B−1 = BT et telle que I + B

soit inversible. On considère la matrice C = (I +B)−1 (I −B). Montrer que l’on a

C = I −B −BC

puis que
CT = I −B−1 − CTB−1

et enfin que la matrice C est antisymétrique.
Deux trois copies intéressantes. Attention, les matrices ne commutent pas en général ! ! Là aussi nous
l’avons souvent répété dans l’année : CB ̸= BC a priori.

Partie 3 : Autour de l’endomorphisme associé 14 pt
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On se fixe dans cette partie un entier naturel non nul n et une matrice A ∈ An (R). On confond Mn,1 (R)
et Rn et on note

f : Rn → Rn

X 7→ AX.

On admet que f est un endomorphisme de Rn.

10. 2 pt Soient X ∈ Rn et Y = AX. On suppose que AY = 0. Montrer que Y TY = 0.
Pas mal de bonnes réponses. Quelques absurdités aussi.

11. 3 pt Montrer que Rn = Im (f) ⊕ Ker (f).
Non réussie. A retravailler.

12.* 2 pt Soit p = rg (f). En déduire qu’il existe (ei)i∈J1;nK une base de Rn telle que

(i) ∀i ∈ J1; pK, f (ei) ∈ Vect (e1, . . . ep),
(ii) ∀i ∈ Jp+ 1;nK, f (ei) = 0.

Une belle réponse. Très ressemblant à la question 17 du DM9.

13.* 1+2 pt Soit g la restriction de f , définie sur Im (f) et à valeurs dans Im (f) :

g : Im (f) → Im (f)
x 7→ f(x)

Montrer que g est bien définie sur Im (f) à valeurs dans Im (f) et que g est un automorphisme de
Im (f).
Quelques éléments parfois mais rarement de réponses complètes.

14.* 2 pt Soit X =

Ö
x1
...
xn

è
∈ Mn,1 (C). On suppose X ̸= 0 et on note X =

Ö
x1
...
xn

è
le vecteur composé

des nombres complexes conjugués des coordonnées du vecteur X. Montrer que X
T
X est un réel

strictement positif.
Pas dure ! ! ! Mais très peu abordée.

15. 2 pt Soit λ ∈ C tel que f (X) = AX = λX. En calculant de deux façons différentes XT
AX, montrer

que λ est imaginaire pur.
Non réussie.

12/12


