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Corrigé du Devoir Surveillé 8
Mini Concours Blanc

Probléme I - Analyse (d’aprés banque PT 2018)

Partie 1 : Préambule

On considére deux réels a et b tels que a < b, et une fonction f, de classe ¢! sur [a; b].

1. Puisque la fonction f est 4! sur [a;b] alors la fonction f’ est continue sur le segment [a;b]. Donc
par le théoréme des bornes atteintes, on en déduit que f’ est bornée sur [a;d] :

IM e Ry, Vte |a;b], |f'(t)] < M.

2. Soit k € N*. Par I'inégalité triangulaire pour l'intégrale car a < b, on a

1 b :
0]+ / f(t) ettt dt| <

Par la question précédente, et la croissance de l'intégrale, car a < b, on obtient,

, b
! )elkt‘dt:%/ |f'(t)] dt, car

eikt‘ =1 car kt € R.

1o, e 1 b M (b—a)
—- Hedt| < - | Mdt = ———=.
L[ rwe / -
M (b
Or khgl ( 3 @) = 0. Donc par le théoreme d’encadrement, on en déduit que
—+00
lim / f'(t) et at| =
k——+o0
Conclusion,

1 b ;
1- - ! ikt = 0.
Ic—>+lor£keN k /a ft)edt =0

3. Soit k € N*. Posons,

vt € [ab], {
Les fonctions u et v sont 4! sur [a;b] et

u'(t) — otkt

V€ lastl, {v’<t> "

Donc par intégration par parties,

/f )etkt 4t = [f Z:]t ” /f
_ ) —

zkb f( zk(z f k / f zkt "

ik

1/
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Or par la question précédente,

. 1 b ! ikt
k—)—il-lcfo?keNZE/a Fede=0.

De plus, pour tout k£ € N*,

) eikbf(b)‘ + ei’mf(a)‘ _ O +1f(a) ..

ORI
k k k—4o0

0< ik

Donc par le théoréme d’encadrement,

Z‘l ez‘kb f(b) _ ez‘lm f(a)

im — - =0.
k—+oo,keN k ik

Par somme, on en conclut que

b
: ikt 3, _
kailorgkeN/a f(#) e dt =0.

Partie 2 : intégrale de Dirichlet

Pour tout n > 1, on pose

4. Soit n € N*. La fonction t +— Sir;(t) est continue sur R* comme quotient de fonctions qui le sont et

dont le dénominateur ne s’annule pas. Or puisque n > 1, [m;nn] C [7; +00] C ]0; +00[. Donc ¢ — %

est continue sur le segment [m;n7]. Donc I, existe. De méme ¢ CO:# est continue sur |0; +o00[ et

[nm; (n + 1) 7] est un segment inclus dans |0; +oo[. Conclusion,

‘Vn >1, I,etu, existent.‘

5. Soit n > 2. Posons

Vt € [mnm], {

Les fonctions u et v sont 4! sur R* donc sur [r; n7] et

u'(t) = sin(t)
Vt € [m;nw], {v’(t o
2

Donc par intégration par parties,

I, = /“’T sin(t) 4 — [_COS(t)T”” - /m —cos(t) ()", 1 /ﬂm cos(t) .

- t to,_. - —t2 nmw T t2
Conclusion,
N | nT cos(t
Vn > 2, In:( ) ———/ 2()dt
nm s . t
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6. Pour tout n € N* et tout ¢ € [nm; (n+ 1) 7, on a

Donc par la croissance de 'intégrale, car nm < (n+ 1),

/(n+1)7r

Donc par 'inégalité triangulaire, car nm < (n+ 1),

t

i nt (n+l)7 nm+)7 nh+1)7n

£2 pdt=

™

(D)7 cos (t (n+1)7 | cos (¢ 1
o [T g [0 L
n t n t nn+1)m
Ainsi,
1
Vn € N*¥, 0<up < ——Mm—.
< Jun] < n(n+1)m
Or ——+~ ~ ——. De pl tout eN*L>0tZL tant Cri
I aGr DR (Yo, n2w De plus, pour tout n ) am e 5~ converge en tant que série
neN*

de Riemann d’exposant a = 2 > 1. Donc par le théoreme des équivalents des séries a termes positifs,

Z W Donc par 'inégalité précédente et le théoréme de comparaison, on en déduit que
n(n T

neN*

u,| converge.
> Junl g
neN*

Autrement dit >, .y« u, converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence.
Conclusion,

g Uy converge.
neN*

. Soit n > 2. Par la relation de Chasles, on observe que

/nﬂ' COS(t) dt — g /(k-i—l)ﬂ' COS(t) dt — nzjluk
T k

t2 = - t2

Donc par la question précédente, ( o Cofz(t) dt) _, converge et
nz

, T cos(t) =
ngr—ﬁr-loo/ﬂ- po 4= n;u”

G 1 , ,
De plus, nglllm — o= Conclusion, par la question [5.(| (I,),cn+ converge | et
1 =
lm I, = —— — .
Jm === Y

Dans ce qui suit, a désigne un réel strictement positif.

8. Posons pour tout n € N, w,, =

(_1)n+1a2n+1

En+DEn Pour tout n € N, on a

q2nt1 (a?)" (a?)"
Og’wn|< =a X <aXxX ———
(2n+1)(2n+1)! (2n+1)(2n+1)! (2n+1)! n!
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On reconnait alors le terme général d’une série exponentielle de parameétre a? qui converge. Donc par
le théoreme de comparaison des séries a termes positifs, on en déduit que E |wy,| converge i.e. E Wy,

neN neN
converge absolument : conclusion,

(_1)n+1 a2nt1

% (2n+1)(2n+1)!

converge absolument.

9. Soit
R —- R

SR s

1 sinon.

La fonction 9 est €' sur R* comme quotient de fonction qui le sont. Montrons que 9 est €' en 0.
Appliquons le théoréme de prolongement €.

e On sait que sin(t) o t + o(t). Donc 9 (t) o 1+ o(1). En particulier,
— —

20
) _oosin(t)
tim (1) = lim 0 — 1 — (0,
40 40

Donc v est continue en 0 et donc sur R.
« On sait que ¥ est €' sur R* et
cos(t)t — sin(t)
vVt e R*, /(t) = — a2

e Donc

o) — t(1-5+0(t) —(t— 5 +o ()

t—0 t2
120
=B 4o(®)—t+5+40()
t—0 t2
oy
_ —hto(t)
t—0 12
140
o3 oW
120
En particulier,
lim /(1) =
oy

De ces trois points, on en déduit que

Y est €' en 0 et méme sur R.

Et en particulier, ¢'(0) = 0.
10. Soit n € N. Il semble bien compliqué de montrer que v est de classe €2". Exhibons plutot directement
ce développement limité. On sait que

n ) 7§2!€-|-1

2n+1
sin(t Ho/;) e o)
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Par suite,
sin(t " 1)k 42k
t( ) S 2 EQk)—F o e (")
t#£0 k=0
Donc b ok
n
(-1t 2
v(t) = > o ()
i;(()) = (2k+1)
Or ¢(0) =1 et pour t =0,
n t2k n _ t2k
Z (=1)F e+ + Z (=1)F e+
= (2k +1 k:l (2k +1

Donc 'égalité asymptotique est encore vraie pour ¢ = 0. Conclusion,

‘7,/1 admet un développement limité a 1’ordre 2n en 0

donné par

- t2k 2n
) 5o z:: 2k+1 +o ()

On a vu que la fonction 1 est continue sur R. Donc par le théoreme fondamental de I'analyse,
x
Uz / WP(t)dt
0
est une primitive de ¢ (et méme la primitive de ¢ qui s’annule en 0). Donc par la question précédente
et le théoreme de primitivation des développements limités,
n (_1)k $2k+1

U(z) = ¥(0)+ +o (2271 .
(z) (0) kz::o(2k+1)(2k+1)! ( )

Or ¥(0) = 0 par construction. Conclusion,

(=1)* 2+ 2n+1
/1/1 Hoz(2k+1)(2k+1)!+o(x )

On admet désormais que

(_1)ka2k+1
/¢ t)dt = (2k:+1)(2k+1)!

Dans ce qui suit, la partie réel d’un nombre comple:ze z sera notée Re(z).
Pour tout t € R et n € N, on pose v, (t) = (= 1) "Re (emm).

12.

C’est cadeau. Pour tout z € C, la série exponentielle de parametre z est |la série Z —. | Pour tout
neN

z € C, cette série converge et

+00n

Vz € C, Z
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13. Soit t € R. Pour tout n € N, on a

(_1 "a” —in
0 < |on(t)] = T)L!Re (e

a” : a” . a”
- ‘Re (e—znt)) < = ‘e—znt’ =,
n! n! n!

car on rappelle que pour tout z € C, |Re(z)| < |z|.
aTL
Par la question précédente, Z — converge en tant que série exponentielle. Donc par le théoréme
neN
de comparaison des séries a termes positifs, Z |un(t)| converge. Autrement dit z vp(t) converge

neN neN
absolument. Or la convergence absolue implique la convergence. Conclusion,

vVt € R, Z vp(t) converge.

neN
+o00 +o0
On admet que VN € N, Vy : t — Z vp(t) et Vit — Z v, (t) sont continues sur R.
n=N+1 n=0

14. On sait par la question en prenant z = —ae "%,

72‘15)” +00 (_1)71 a™ efint

Donc

T T +0o n _n —int
—it *].
Re</2eae dt):Re(/QZ( )a'e dt)
0 0 520 n!

™ +o0o n n ,—int
p (=D)"a"e
= R E ~ 7 | dt.
/o e( n! )

n=0
On sait que la partie réelle est linéaire donc pour tout p € N,

- (XP: (_l)n aneint> _ Zp%)Re ((_1)naneint> .

| |
7—0 n: n:

De plus, la partie réelle est continue. Donc par passage a la limite quand p — +oo,

+oo 1\ . n —int +o0 1\ ,n ,—int
Re(z( iate ) Re<( 1)7a%e )dt.
0

n! -
n—=

= n!
Ainsi,
us ™ 400 n . _n ,—int
—i -1
Re</2e_ae tdt) :/2 ZR«B(()CL'e)dt
0 0 =0 n!
T +00 n
—1)? gm ,
= /2 Z (=D)"a* )' Y Re (e_mt) dt.
0 = n!
Conclusion,
2 it 7%
Re </ e ¢ dt) :/ Zvn(t) dt
0 0 n=0
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15. Soit N € N. Pour tout n > N + 1, on a vu dans la question précédente,

n

[un(t)] <

Donc par I'inégalité triangulaire, pour tout p > N + 1,

p p p an
S i< 3 e 3
n=N-+1 n=N+1 n=N+1 "

Donc par passage a la limite quand p — +o0, (et continuité de la valeur absolue)

+oo n
Wl Y L
n=N+1

Par croissance de l'intégrale (les deux fonctions sont continues, celle de gauche d’apres I’énoncé et
celle de droite étant constante), car les bornes sont dans le bon sens,

/g\v (t)]dt</g Jrf gt
0 N S 0 nl

n=N+1
—_———

=constante

+o0 n

5 n
N Au@@w<§ 3L

Donc par 'inégalité triangulaire pour 'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens

400 n

</2 ,vN(t)\dt<g > a—|
0 n=Nt1""

‘A%@ma

On pouvait aussi invoquer directement l’inégalité triangulaire pour les séries (propIV.4 chapl18).

Conclusion,
T 400 n +oo
-1 n ) n
/2 Z #Re (e—mt> dt gg Z &'
0 piny1 ™ n=N+1""
n a™ % —int N ;s
16. Posons pour tout n € N, a,, = (—1) —‘/ Re (e m ) dt. De méme que précédemment, pour tout
n. Jo
n €N,
a® 2 »
|1\ 2 —nt
\m_(1)m4'n@ ) dt
_ a" % —int
a'I’L % —int . s oy s . .
< — / Re (e m )‘dt par I'inégalité triangulaire
n. Jo

/N
SR
c\‘

[SIE]
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n
La série Z za—‘, converge en tant que série exponentielle. Donc par le théoréme de comparaison
neN 2 nl
des séries a termes positifs, on en déduit que Z a, converge absolument. La convergence absolue
neN
implique la convergence. Conclusion,

n ﬁ 2 —int
> (-1) Re (e7"") dt converge.
neN 0

17. Soit N € N. On a

z +o00 z N +00
/ > up(t)dt = / Sua(t)+ > wa(t)dt
0 n=0 0 n=0 n=N+1
3 X 7 =
= / Z vp(t) dt —I—/ Z v, (t) dt par linéarité
0 n=o 0 n=nN+1
N z z +00
= Z / v (t) dt + Z v (t) dt car la somme est finie.
n=0 0 0 n=N+1
=SN TN

2
lim Sy = / vp(t) dt
N—+o00o N Z 0 n( )
n=0
D’autre part, par la question [I5]
T I gn
n=N-+1 n:
an
Or Z — est une série converge. Nécessairement, son reste d’ordre N tend vers 0 :
neN n
+o0 an
lim Y — =0
N—+o00 N1 n:

Donc par le théoreme d’encadrement (pour les suites), on en déduit que (|Tx|) vy converge vers 0 et
ainsi,
li Ty =0.
Niriloo N

Or,

T 400

VN €N, /5 S va(t)dt = Sy + T,
0 n=0

Donc par passage a la limite sur IV,

T 400

5 I
v,(t)dt = lim Sy +0= / v, (t) dt.
/Ogo = Jim Sw+0=3 [Tt

s
2

Conclusion,
[P ma= 3 cr G [Fre ey a
Un, = — — ele .
0 n=0 n=0 n! 0
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18. Pour p =0, 0on a

Wi

™

Re (77! dt = /5 Re(1)dt = /5 1dt=Z.
0 0

2
Si p=0, /
0

Soit n € N*. Si n = 2p est pair, p € N*. Alors,

J

Conclusion,

Wl

—ipt _ E
Re (e )dt— 5"

™

[P Re (e at = [* Re (o) ar
0 0
3

—1)P -1
=TRe (=) Z)
2p
—1) -1
=0 car( ) 7 € iR.
2p

Sin=2p+ 1 est impair, p € N. Alors, de méme,

z . o—ipt)t 1172
/ Re (e7) dt = Re [1 car 2p+1#0
0

—i(2p+1)|,_,
» eilpm+3) 1
e i1 i
—1)P —3) —
W(EIETCESl
2p+1
e (111
= Re ( 2p+1
_ =D
C2p417
Conclusion,
Vi € N* 3 Re (e=int) dt = 0_ . si n est pair
’ 0 1) sin =2p+1 est impair
2p+1 :
19. Par la question [I4]on a
jus ) T 400
Re </2 oo dt) = /2 Zvn(t)dt
0 0 120
Puis, par la question
Re (/’2‘ oo dt) = JFXO:O (-1)" a /’2' Re (e7™) dt
0 n=0 nt Jo

Donc par la question précédente,

us » +o0 2p+1 (_1)p

it T a
R (/2 —ae dt>:+o+§j —1)%t! .
‘A © 2 p:o( ) 2p+1!2p+1

9/29
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Conclusion,

s ) —+o00 P 2p+1
- _1)P a2
Re(/ge_“etdt>:7r—z (-1)’a .
0 2 = (2p+1)(2p+1)!

Pour tout z € R4, on pose

F(z) = /5 e~ zeos®) gy,
0

20. Soit (z,y) € |—00;0]%, = # y. La fonction exponentielle est continue sur [z;9y] (ou [y; z]) et dérivable
sur |x;y[ (ou |y; z[). Donc par le théoréeme des accroissements finis,
e’ —e¥ ,
e € Ja;y[ (ou Jy; z)), = exp'(¢).
Donc
le” —e¥| = el |z —y| = e“|o —y| < sup €' |z —yl.
t€la;y(

La fonction exponentielle étant croissante sur |—oo; 0], pour tout ¢ < 0, e < 1. Donc
" —e¥| <z —yl.

Ce qui reste vrai si x = y. Conclusion,

‘la fonction exponentielle est 1-lipschitzienne sur |—oo;0]. ‘

21. Soit (x,y) € [0;+oo[*. Alors,

™ ™

/E e—a:cos(t) dt — /2 e—ycos(t) dt
0 0

/E e 7 cos(t) e—ycos(t) dt
0

/S
<
0

Or pour t € [0; 5], cos(t) > 0. Donc a2/ = —z cos(t) € ]—o0;0] et y' = —y cos(t) € ]—o0;0]. Donc par
la question précédente,

|F(z) = F(y)| =

e weost) _ e_ycos(t)‘ dt par I'inégalité triangulaire car — > 0.

N

o eestt) — gmveest)| < |-z cos(t) — (—y cos(t))| = |z — y| [cos(t)| < |z — y].

Donc par croissance de I'intégrale car les bornes sont dans le bon sens,

£ 3 T
F@) = Fo)l < [Tle—sldt=la—y| ["1dr=Tlo .

Ceci étant vrai pour tout (z,y) € [0; +0o[?, on conclut que,

F est g-lispchitzienne sur [0; 4-o00].

22. Soit zg € [0; +00[. Pour tout x € [0; +00[ on par la question précédente,

™
0 <[F(2) = F(20)] < 5 |z — ol -

10/]20]
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23.

24.

25.

Or lim ~ |z — xo| = 0. Donc par le théoréeme d’encadrement, lim |F(z)— F (zo)| = 0. Autrement
T—x0 2 T—x0

dit,
lim F(z) = F (x).

T—T0

Ceci étant vrai pour tout x € [0; +oc[, on en conclut que

‘F est continue sur [0; —i—oo[.‘

La fonction ¢ — cos(t) est décroissante sur [0; 5]. Donc, puisque a > 0, t — —acos(t) est croissante

sur [O; g} Par composée avec la fonction exponentielle qui est croissante sur R, on en déduit que

T
la fonction A est croissante sur [0; 5] .

Soit @ > 1. Par la question précédente,

™

Or a > 1 donc /a > 1 et donc ﬁ <1 % et % — ﬁ < g Ainsi, par croissance de l'intégrale,

2 —acos(t) </72T — (W_<7T_1>> :L
. dt < . 1dt 5 > Va Ja

o

S
N
B

Conclusion,

e @ cos(t) dt < i

s
S

Par la relation de Chasles pour a > 1,

1

F(a) _ /fiﬁ e—acos(t) dt + /5 e—acos(t) dt.
0

jus

N
s
Q

Par la question précédente,
T__1
F(a) < /2 Vi gmacost) qp 4 —
0

Par croissance de la fonction A puis de 'intégrale,

De plus pour tout t € [0; %], e~2s(t) > (. Donc par croissance de Iintégrale car les bornes sont dans
le bon sens, F'(a) > 0. D’ou

T —asin i) 1
0K F < - <\/5 —.
(a) 5 © —I—\/&
1

Posons u = —=. Onau — 0. Orsin(u) ~ wu. Donc
Va a——+00 u—0

(1 1
o <\/a> a—too \/a
11
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Deés lors,
) 1
—asin (\/&> e —Va a_>—+>oo —00.
D li i ( ! ) = t <
onc lim —asin i) = —00 et par composée,
lim Ee_asm(%> =0.
a—+oco 2
o . m —asin(i) 1 ;s )
Ainsi, lu}rn 5 e a +7 = 0. Par le théoreme d’encadrement, on en conclut que
a——+00 a
lim F(a)=0.
a—+00
26. Soit ¢ € [0;Z]. On a e™* = cos(t) — isin(t). Donc
e_aeﬂ't _ e—acos(t)+iasin(t) _ e—acos(t) eiasin(t) (forme pOlCLiT@)
=725 o (asin(t)) + i e 2@ sin (asin(t)) (forme algébrique)
Conclusion,
Vt € [O; g} , Re (e_aefit) =72 cos (asin(t)), Zm (e_“eiit) = e~ gin (asin(t)) .
et
Vit € [0 E] ‘e—ae_” _ e—acos(t)
) 2 b *

. Par I'inégalité triangulaire, car les bornes sont dans le bon sens,

<1<*
m_ 1
</2 ve
X
0

_e

27. Soit a > 1, alors
dt.

Re (e_a eiit)

par la question précédente.

Donc par croissance de l'intégrale, car les bornes sont dans le bon sens,
T _ 1
< [T g,
0

1

/ TV Re (e )t

Or e=2<5(t) > (. Donc par croissance de l'intégrale car les bornes sont dans le bon sens,

™

2 efacos(t) dt > 0.

1

B

Ainsi,

T_ 1 T_ 1 us

/2 \/ERB (efae_“/) dt| < /2 Va efacos(t) dt < /2 efacos(t) dt — F(a)

0 0 0

Conclusion,
T_ 1 )
/2 Y Re (e*“eﬂt) dt| < F(a).
0

12/20
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De plus, par la question ligl F(a) = 0. Conclusion, par le théoréme d’encadrement,
a—r+00

x_ 1

. 2 Va
lim

a—+o0 Jo

Re (e_aeiit) dt = 0.

28. Soit a > 1. D’apres I’énoncé, on a

a +oo (_1)kz a2k+1
/0 Plt)de = kz:% (2k + 1) (2k + 1)

De plus, par la question [19.

400 (_1)27 a2p+1

_§(2p+1)(2p+1)!‘

&
N
S—
[NE]
<'D|
IS
@
L
o,
~
N———
\
|

Donc

|
h
[NIEY
|
S
X
15
—
CDI
IS
@
By
S———
o,
~~
|
T
[
o

Re (e_“efit) dt.
2 Va

Par la question précédente, / V" Re (e_a eiit) dt — 0. D’autre part, par I'inégalité triangulaire,
0

a—+0o0
/2 Re (e_“e Zt)dt < ’ Re (e_ae n) dt
m_ 1 T _ 1
2" Va 27 a
= /2 ) emacos(®) gy par la question 26
27 Va
1 .
< — par la question
a
Donc par le théoréme d’encadrement,
lim [~ Re (e*“e_it) dt = 0.

a—+4oo Jm _ 1
2 a

Conclusion, par passage a la limite quand a — +o0,

/Oaw(t)dt - g

13/20]
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Probléeme II - Algebre (d’aprés banque PT 2019)

n et p étant deux entiers naturels non nuls, on désigne par .4, , (K) I’ensemble des matrices a n lignes et
p colonnes & valeurs dans K (K = R ou C). Pour A € #,, (K), on note AT la transposée de la matrice
A. L’ensemble des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K (K = R ou C) est noté .4, (K). Pour
A € M, (K) on note Tr (A) sa trace. Une matrice A € ., (K) est dite antisymétrique si AT = —A. On
note <7, (K) ’ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n & coefficients dans K.

Partie 1 : Cours

1. Soit n € N*. On observe les points suivants :

o 9, (R) C ., (R).
e Si A=0,,alors 01 =0, = —0,. Donc 0, € 4, (R).

« Soient (A, 1) € R2 et (A, B) € o, (R)?. Posons C = A A + uB. Puisque A € 4, (R), AT = —A
et de méme, B € o, (R), donc BT = —B. Par linéarité de la transposée,

CT=NA+uB)" =2AT 4 uBT = - XA - uB = —C.
Donc C = XA+ uB € o, (R) et o7, (R) est stable par combinaisons linéaires.

Ainsi, <7, (R) est un sous-espace vectoriel de .#, (R). Conclusion,

‘;zfn (R) est un espace vectoriel sur R.

2. Soit A € @4 (R). Alors, A € .5 (R) donc il existe (aiaJ')(ij)eﬂl-S]]? tel que

a1 ar2 a13
A= | a1 a2 a3
a1 as2 a33

Puisque AT = —A, on a
a1 a2 a13 a1 a1 asi
a1 a2 a3 | =—| a2 a2 as2
az1 az2 as3 a3 a3 a3

Par unicité des coeflicients d’une matrice,

(

a1 = —ai
a2 = —az1
a1,3 = —as,1

a1 =az2 =azz =0
a1 = —a12 a a

1,2 = —a21

a2 = —a322 ~

azi1 = —ai3
a23 = —a3,2

423 = —a32
a3z 1 = —as;1
az2 = —a23
a3,z = —a33

Posons v = as1, f = a13 et & = az . Alors, on trouve,

0 - B
A=l v 0 -«
-8 a 0

avec a, 3, v € R.
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3. Par la question précédente, si A € .o (R), alors il existe (a, 3,7) € R? tel que

0 0 O 0O 0 1 0 -1 0
A=al0 0 -1 ]4+81 0 0 O])+y(1 O O
01 O -1 0 O 0 0 O

=F1 =Fs =E3

Donc A € Vect (E1, Eq, E3). Ainsi o (R) C Vect (E1, Eq, E3). Réciproquement, si on suppose A €
Vect (E1, Eo, E3), alors, il existe (a, 8,7) € R? tel que

A=aF1+ BE> + vEs5.
Par linéarité de la transposée,

AT = (@B + BE2 +vE3)"
= aF! + BEL +4ET

OO O O oo

1
0
0
0 0 0 -1 10
0 1]+p 0 0 +~v1 -1 0 O = —akF| — fEy — vE3
0 0 00
= —A.
Donc A € o (R) et Vect (Ey, Eo, E3) €C o (R). D’ou
leg (R) = Vect (El, EQ, Eg) .
Posons #4 = (E1, E2, E3). On vient de montrer que %4 est génératrice de o (R). Montrons que %4

est libre. Soit (a,b,c) € R3 tel que
aF1 + bEs + cE3 = 03.

Alors,
—c b
c 0 —a | =03 & a=b=c=0 par unicité des coefficients.
b a O

Donc %4 est libre. Conclusion,

0 0
B = (E1, Ea, E3) = 00 —-19],
0 1

0
0 est une base de <73 (R) .
0 -1 0

En particulier,

|dim (% (R)) = Card (%) = 3.|

Partie 2 : Lien entre matrice antisymétrique et matrice orthogonale

On se fixe dans cette partie un entier naturel n non nul et une matrice A € <7, (R). On note I la matrice
identité de ., (R).
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4. Soient X € My1(R) et B € My, (R). Alors, BX € M, (R), XT € 4, (R), donc XTBX €

A1 (R) = R. Des lors,
x"Bx = (x"Bx)" .
Par propriété de la transposée du produit,
x"Bx = x"B” (XT)T - xTBTX.

Conclusion,

Vo € Mp1 (R), VB € #,(R), X'BX =X"BTX.

En particulier, pour B = A € 7, (R),

XTAX = XTATX = XT (-A) X = —XTAX.

XTAX = 0.

. Soit une matrice colonne X telle que (A + I) X = 0. Alors,

Conclusion,

XT(A+1D) X =Xx70,,1 = O.
D’autre part,

XTA+DX =XT(AX +X)=XTAX + XTXx = XTX par la question précédente.

I
Posons X = |...|. Alors, XT = (z1,...,7,) et donc
Tn
n
XTX =) af.
k=1
Donc
n
X'X=0 = > a7=0
k=1
= Vie[l;n], x?=0 car les 7 sont positifs
= Vie [L;n], x;,=0
= X = On,l
Conclusion,

. Soit ¢ l'application définie pour tout X € ., 1 (R) par ¢ (X) = (A + I) X. Montrons que ¢ est un
automorphisme de ., (R). Autrement dit, montrons que

o pvade A, (R) dans ., (R),
o ( est linéaire,

e ( est bijective.
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Tout d’abord, si X € 4,1 (R), comme A+i¢€ 4, (R),onap(X)=(A+1)X € .#,(R). Donc ¢
va bien de ., (R) dans ., (R).

Montrons que ¢ est linéaire. Soient (X, u) € R%, (X,Y) € 4,1 (R)*. Alors,
COX +uY) = (A+DAX +uY) = XA+DX +p(A+1)Y =xp(X) +pp(Y).

Donc ¢ est linéaire.

Montrons que ¢ est injective. Soit X € ., 1 (R). On a les équivalences suivantes :
X € Ker (p) & 0 (X) =0, & (A+1)X =0,,.

Par la question précédente, si (A+1)X = 0, alors X = 0,1. Réciproquement, si X = 0,1, alors
(A+1)X =0,,. Ainsi, X € Ker(¢) & X =0,,1. Do,

Ker (¢2) = {0}.

Donc ¢ est injective. Or ¢ est un endomorphisme de ., 1 (R) qui est de dimension finie (n). Donc par
caractérisation des isomorphismes en dimension finie, on en déduit que ¢ est bijective. Conclusion,

¢ est un automorphisme de .#, 1 (R).

On admet que A + I est inversible.

7. Soit B= (I — A) (I + A)™*. Calculons :

= -A)T+4)7 (T~ A)(I+A) N

={[T-A)T+A)" [(I } (I—A)! par propriété de I'inverse du produit
=(I-AI+A U+ )( -4

=(I-A)1I-A)7"

=1

Conclusion,

‘B est inversible et B~ = BT, ‘

8. On a les égalités matricielles suivantes :

I+B)(I+A)=(I+T-A)I+A4)7")(I+4)
=TI+ A+(I-AT+A)I+4 en développant

=I4+A+T1-A
=2I.
Conclusion,
[(I+B)(I+A) =21
D’ou
(I +B) <11+ 1A> _
2" 27/
et donc,

‘I + B est inversible. ‘
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9. Réciproquement, soit B une matrice inversible telle que B~! = BT et telle que I + B soit inversible.
On considére la matrice C' = (I + B)™' (I — B). Dés lors,

(I+B)C=(I+B)(I+B)~'(I-B)=I-B.

Donc C' + BC =1 — B. Conclusion,

|C=1-B-BC]

Par suite,
¢’ = (I -B-BC)"

=1 -B"—(BO)" par linéarité de la transposée

=] -Bt-CcTBT par propriété de la transposée du produit

=I-B'-ct'p™.
Conclusion,

cl=71-B'-c"B™".

Donc

c'B=B-1-C" & c'=B-1-0"B.

Ainsi en sommant avec I’expression obtenue pour B, on a
C+C"=1-B-BC+B-1-C"B=-BC-C"B.
Or B et C' commutent : comme (I + B)C' =1 — B, on a
(I+B)CB=B-B*>=B(I-B)=B(I+B)C=(B+B*)C=(I+B)BC.
Comme I 4+ B est inversible en multipliant a gauche par I + B, on obtient
CB = BC.
Donc
C+C"=-BC-C"B=-CB-C"B=-(C+C")B & (C+CT)(I+B)=0.

Comme I + B est inversible, on en déduit que C' + CT = 0. Conclusion, C' = —C7 et

C est antisymétrique. ‘

Partie 3 : Autour de I’endomorphisme associé

On se fixe dans cette partie un entier naturel non nul n et une matrice A € o, (R). On confond ., ; (R)

et R™ et on note
'y R* — R»
X = AX.

On admet que f est un endomorphisme de R™.
10. Soient X € R” et Y = AX. On suppose que AY = 0. Donc 0 = AY = A%X. Puis,
YTY = (AX)T (AX) = XTATAX = - XTA%X car A € o7, (R).

Comme A%X =0, on en déduit que —X7 42X = 0. Conclusion,
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11.

12.

13.

Soit Y € Im (f) N Ker (f). Alors, Y € Im (f). Donc il existe X € R" tel que Y = f(X) = AX. De
plus, Y € Ker (f). Donc f (V) = Ogn i.e. AY = Ogn. Par la question précédente, on en déduit que

YTY = Ogn.

Comme vu dans la question [5.| cela implique que Y = Ogn. Donc Im (f) N Ker (f) € {Or»}. Récipro-
quement, on sait que {Ogn} C Im (f) N Ker (f). Donc

Im (f) NKer (f) = {Orn}.

Les espaces sont donc en somme directe. Montrons qu’ils sont supplémentaires. Par le théoreme du
rang, car I’espace de départ R" est de dimension finie, on a

dim (Im (f)) 4+ dim (Ker (f)) = dim (R") .

Par cette égalité et le caractere direct, on en déduit que

‘R":Im(f)@Ker(f).‘

Soit p = rg (f). Puisque R™ est de dimension finie, il en va de méme de Im (f) et Ker (f). De plus par
hypothese, dim (Im (f)) = p. Donc par le théoreme du rang, dim (Ker (f)) = n—p. Soit (e, ..., ep) une
base de Im (f). Soit (ep+1, ..., e,) une base de Ker (f) (on note que les cardinaux des bases coincident
bien avec les dimensions). Donc par la question précédente et le théoréme de la base adaptée,

B =(e1,...,€p,€pt1,-..,€n) est une base de R".

De plus, pour tout ¢ € [1;p], f(e;) est un vecteur de 'image de f : f(e;) € Im(f) et Im (f) est
engendré par (eq,...,ep). Donc

Vie [1;p], f(ei)€ Vect(e,...ep).

D’autre part, pour tout i € [p+ 1;n], e; est un vecteur du noyau de f donc

Vielp+1n], fle)=0.]

On a donc bien construit une base #Z de R™ avec les propriétés voulues.

Soit g la restriction de f, définie sur Im (f) et a valeurs dans Im (f) :

Im (f) — Im(f)

7 z = f(2)

Puisque f est définie sur R" et Im (f) C R", on en déduit qu'’il est possible de restreindre f a Im (f).
Montrons que g est bien a valeurs dans Im (f). Soit € Im (f). Alors, par définition de g,

g(x) = f(x).

Or f(x) est un vecteur de Im (f). Donc g(x) € Im (f). Ceci étant vrai pour tout z € Im (f), on en
conclut que

‘ g est bien définie sur Im (f) et a valeurs dans Im (f). ‘

Montrons que g est un automorphisme de R™. Autrement dit, montrons que

e g va de Im (f) dans Im (f),

e ¢ est linéaire,
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e ¢ est bijective.

Le premier point est garanti par ce qui précede.

Puisque Im (f) est un sous-espace vectoriel de R™ et que f est linéaire sur R"™, par le cours, on en
déduit que sa restriction g est aussi linéaire.

Montrons que ¢ est injective. Soit x € Ker(g). Alors, g(x) = Ogn ou encore f(x) = Ogn. Donc
x € Ker (f). Or Ker (g) est un sous-espace vectoriel de I’ensemble de départ de g : Ker (g) C Im (f).
Donc z € Im (f). Ainsi,

x € Ker(f)NnIm(f).

Donc par la question [L1.|on en déduit que z = Ogn. D’ott Ker (¢g) € {Ogn}. Or {Orn} C Ker (g). Donc
Ker (g) = {Orn}. D’0ou g est injective. Or g est un endomorphisme de Im (f) qui est de dimension finie
p. Donc par la caractérisation des isomorphismes en dimension finie, on en déduit que g est bijective.
Conclusion,

‘ g est un automorphisme de Im (f). ‘

T Ty
14. Soit X = : € Mp1(C). On suppose X # 0 et on note X = : le vecteur composé des
Tn Tn
nombres complexes conjugués des coordonnées du vecteur X. Question de fin de sujet mais pourtant
facile. Par définition du produit matriciel, on a

n n
=1

i=1

n
Etant une somme de réels positifs, on en déduit que X'x > 0. Supposons X'X =0. Alors, Z \xz|2 =
i=1
0. Donc, comme les termes sont positifs, pour tout i € [1;n], |z;]* = 0 i.e. z; = 0. Ceci étant vrai
pour tous les indices i, on en déduit que X = 0. Contradiction. Donc XX est non nul et positif.
Conclusion,

X7 X est un réel strictement positif.

15. Soit A € C tel que f(X) = AX = XA X. Alors, on a d’une part,
X'AX =X (0 X)=)\XX.
D’autre part,
X'Ax =X" (—AT) X car A € o, (R)

= -X'A"Xx car A est réelle

— - (4x)" X.
Or en passant au conjugué dans AX = X\ X, on obtient que AX = AX. D’ou

XTAX = 23X X.

Ainsi,
AXTX = X' X.

Par la question précédente, X' X est un réel strictement positif. Donc A = —\. Conclusion,

‘)\ est imaginaire pur.

Le sujet comportait deux derniéres questions d’algébre mais du programme de seconde année !
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