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Corrigé du Devoir Surveillé 9
Probabilités et représentation matricielle

Probléme I - Probabilités

Une urne contient trois boules, de couleur rouge ou verte. On pioche successivement une boule dans I'urne
avec le protocole suivant :
o si la boule piochée est verte, on la remplace par une boule rouge,

« si la boule piochée est rouge, on la remplace par une boule verte.

L’urne contient donc toujours a chaque étape trois boules, de couleur verte ou rouge.

On se munit d’un espace probabilisé (€2, P) sur lequel sera défini toutes les variables aléatoires. On remplit
I’urne initialement avec Xy boules vertes et 3 — X boules rouges. On effectue ensuite les tirages et on note
pour tout k € N*, X} le nombre de boules de couleur verte dans 'urne juste apres le tirage k.

Partie 1 : Application du cours

1. On suppose dans cette question que Xy = 0.

(a) Puisque Xy = 0, cela signifie qu’initialement, I'urne contient 3 boules rouges et aucune boule
verte. Au premier tirage on tire donc nécessairement une boule rouge que I’on remplace par une

boule verte. Ainsi, X7 est déterministe :

(b) L’urne contient donc une boule verte et deux boules rouges. Deux cas :

 on pioche une verte avec probabilité 1/3, on obtient alors Xy = 0,
 on pioche une rouge avec probabilité 2/3, on obtient alors Xo = 2.

Conclusion,

X, (Q) = {0:2}, IP’(XQ:O):%, P(Xy=2) = 2.

(c) Posons Yy = X5 /2. Par la question précédente, on obtient Y5 (£2) = {0, 1}. Donc Y3 suit une loi
de Bernoulli de parametre

Conclusion,

2
”“%(5)

On suppose maintenant que l'on tire un numéro Xy dans {0,1,2,3} de fagon équiprobable et on remplit
alors initialement 'urne avec Xy boules vertes et donc 3 — Xy boules rouges.

2. La famille (Xy = 1) ic0:3] forme un systeme complet d’évenements. Donc par la formule des probabilités

totales,
3

P(X;1=2)=) P(X1=2|Xo=1i)P(Xo=1).
=0

Or X suit une loi uniforme sur [0; 3] donc pour tout i € [0;3], P (Xo = 4) = 1. De plus,
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o Si Xy =0, alors il est impossible d’avoir X; =2, P(X; =2| Xy =0) =0.
o Si Xy =1, pour obtenir X; = 2, il faut avoir pioché une boule rouge, ce qui arrive 2/3 car l'urne
posseéde deux boules rouges et une boule verte. Donc P(X; =2 | Xo=1) = %

e Deméme, P(X;=2|Xy=2)=0.
° Enﬁn,]P’(X1:2]X0:3):1.

D’ou,
2 1 1 5 1 5
P(X,=2)= - X = Ix-=-x-=—
(1 ) 0+3X4+0+ X4 3><4 B
Conclusion,
5
P(X;=2)=—.
(X1=2) =

3. En procédant de la méme fagon que dans la question précédente, on obtient,

3
1 1 1
P(X;=0)=Y P(X1=0|Xo=0)P(Xo=0)=0+7x-+0+0=—

=~ 374 12
3 1 2 1 5
P(X;1=1)= P(Xi=1|Xg=0)P(Xg=9)=1Xx-4+0+=-x—-—+0=—.
(1 ) ; ( 1 ‘ 0 Z) (0 ’L) ><4-|— +3X4+ 12

3

1 1 1
IP(XI:3):ZP(X1:3|X0:i)IP>(X0:i):0+O+§x1+0+0:ﬁ.
=0

Conclusion, X1 (©2) = [[0;3] et sa loi est donnée par le tableau suivant :

7 0 1 2 3
_ 1 5 5 1
PXi=4) | 5 | 5 | m | ©

On pense bien d vérifier que ZIP’(Xl =1) = 1. En effet, % + % + % + % =1 OK!
i=0

4. On cherche P(Xy =1]| X; = 2). Puisque P (X; = 2) # 0, par la formule de Bayes,

P(X;=2|Xo=1)P(Xo=1)
P(X; = 2) ‘

P(Xo=1|X; =2)=

Par la question précédente, ou celle encore d’avant, on a P (X7 = 2) = 2. De plus, Xo ~ % ([0;3])
donc P(Xp=1) = %. Enfin, si (X = 1), 'urne contient initialement 1 boule verte et 2 rouges. Pour
obtenir deux vertes, il faut remplacer une rouge par une verte et donc avoir pioché une rouge. D’ou,

2
P(X1=2|Xo=1)=3.
Ainsi,
2 1
s Xg 2
P(Xo=1|X;=2)=34="C,
ﬁ 5

5. Par la question précédente, P(Xo = 1| Xy = 2) = 2. D’autre part, P (X, = 1) = . Donc
P(Xo=1|X1=2)#P(Xo=1).

Conclusion,

‘ (Xo=1) et (X7 =2) ne sont pas indépendants. ‘
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6. On sait que P(Xo = 1) = 1. Calculons P (X, = 1) et P(Xo =1, X, = 1). D’une part, (X1 = i)ie[0:3]
forme un systeme complet d’événements. Donc par la formule des probabilités totales,

3
P(Xo=1)=> P(Xo=1|X1=i)P(X;=1).
i=0
Si X1 = 0, alors nécessairement, on pioche une boule rouge et on obtient bien X = 1. Donc

P(Xy=1|X; =0) = 1. En procédant de méme, on obtient,

P(Xo=1|X;=0)= P(Xo=1|X;=1)=0

P(Xo=1|X;=2)= P(Xo=1|X;=3)=0.

1

2

3
Donc par la loi de X; donnée en question

1 2 5 11

P(Xo=1)=1x — X — .

(Xo=1)=1x 5 +0+2x5+0=¢

De la méme fagon, (X7 = i)ie[[O;S]} forme un systeme complet d’évenements. Donc par la formule des
probabilités totales,

3
P(Xo=1,Xo=1)=> P(Xo=1,X1=i,Xo=1).
=0

Par la formule des probabilités composées,

P(X;=1,X1=0,Xo=1)=P(Xo=1|X1=0,Xo=1)P(X1=0]| Xo=1)P(Xo=1)

1 1
=1x-=-x-
3 4
_1
12
De méme,
P(Xo=1,X1=1,X9=1) =0,
2 2 4
(2 y A1 y 20 ) 3 3 9’
P(X2_17X1_37XO: ):0
Do,

1 1 7
P(Xo=1,Xo=1)=— — =—.

Or par ce qui précéde,P(ngl)P(onl):%><i;«é%. Donc
P(Xo=1)P(Xo=1)#P(X2=1,Xp=1).

Conclusion,

‘les évenements (Xo = 1) et (X2 = 1) ne sont pas indépendants.

Pour tout n € N, on note A,, ’événement « I'urne a toujours contenu, au moins deux boules vertes entre
les tirages 0 et n »

7. Pour réaliser Ay, il faut commencer par avoir au moins deux boules vertes initialement : Xy € {2, 3}.
Premier cas, Xg = 2. Au rang suivant on doit encore avoir X; > 2. Or si Xg = 2, alors 'urne a I’étape
suivante peut contenir 1 boule verte (on en a perdu une) ou 3 boules vertes (on en a gagné une). Donc
pour que X7 > 2, il faut X; = 3. Puis nécessairement Xo = 2 et pour que X3 > 2, il faudra X3 = 3.
Ainsi de suite. Donc si X¢ = 2, pour réaliser Agy,, il faudra réaliser (X1 =3, X2 =2,..., X2y, = 2). De
méme si Xg = 3. On obtient donc

‘AQHZ(XOZQ,Xl:3,X2:2,...,X2n:2)U(X0:3,X1:2,X2:3,...,X2n:3).‘
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8. Puisque (Xo = 2) et (X¢ = 3) sont incompatibles, on en déduit que les deux éveénements de la question
précédente le sont également. Donc

]P)(Agn):P(XOZQ,Xl:3,X2:2,...,X2n:2)—|—P(X0:3,X1:2,X2:3,...,X2n:3).

=P =Py

Par la formule des probabilités composées,

P1 :]P)(Xgn:2’X2n,1 :3,...,X0:2) X XP(X2:2|X1 :3,X0:2)
XP(Xl =3 ‘ X() ZQ)P(XO :2)
On remplit 'urne initialement de fagon uniforme : P (Xy =2) = %. Sachant que l'urne contient 2
boules vertes, pour obtenir une boule verte supplémentaire il faut piocher I'unique boule rouge :
P(X;=3|Xp=2) = % Sachant que X; = 3, nécessairement, Xy =2 : P(Xo=2| X; =3) = L.
Ainsi de suite :

Pr=1x=-x- xlx%x%—élle?)n
n fois
De la méme facon,
Pg—gxlx- ><7><1><f:4><13n
n fois
Conclusion,
1 1 1

(Aan) Ax3" T dAx3" 2x3n

9. Puisque 3" — 400, on en déduit directement que
n—-+o0o

n—-+00

Partie 2 : Une chaine de Markov
Pour tout n € N, on pose
ap, =P(X,=0), b,=P(X,=1), ¢ =PX,=2), d,=P(X,,=3).

an
br,

Cn

dn

On note également U,, =

10. Puisque que 'urne ne peut contenir que 0, 1, 2 ou 3 boules vertes, pour tout n € N, (X,, = i>z’€[[0;3]]
forme un systéme complet d’événements. Donc

P(Xn:0)+IP(Xn:1)+P(Xn:2)+P(Xn:3):1'

Conclusion,

\vneN, an+bn+cn+dn:1.\

11. Soit n € N. La famille (X,, = i) ic[0:3] forme un systéme complet. Donc par la formule des probabilités
totales,

bn+1 = IP)()(n+1 = 1)

3
> P(Xnp1=1]|Xn=1)P(X, =1)

=0
P(Xps1=1|Xn=0)an+P(Xpnp1=1|X,=1)b,
FP (X1 =1|Xpn=2)n +P(Xnp1 = 1| Xpp =) dn.
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Comme précédemment, on obtient,

2
bn+1:an+0+fcn+0

3

Conclusion,
VneN, bnpt1 =an+ §c”'
12. On obtient,
an+1 = b?n
_ 2
Vn € N, bn+1 - C;n + 3Cn
Cpnt+1 = gbn +dy,
dn+1 = %1
13. D’apres la question précédente, on a
Unt1 bo 0 1/3
Upiq = bn+1 _ |an+3en| _ 1 0
e Cnil 2b, + dy, 0 2/3
dnt1 @ 0 0
0 1/3 0 0
. [ 1 0 2/3 0
Conclusion, en posant | M = 023 0 1] on a
0 0 1/3 0

14. Pour tout n € N, on a directement

P(X,>1)=1-P(X,=0)=1—a,.

Pour tout n € N, on a b, =P (X, =

\WEN %H:M%w

1) € [0;1]. Donc par la question [12]

Vn € N,

1

bn

3 3

O = O O

Donc pour tout n € N*, a,, € [0; %} De plus, X ~ Z ([0;3]) donc ag = i. Ainsi, Vn € N, a,, € [0; %]

D’ou,

2
VneN, P(X,>21)=1-a,¢€ [3;1}.

Conclusion,

(VneN, P(X,>1)=1-a,#0]

Partie 3 : Probabilité de survivre

Pour tout n € N, on pose p, = P(X,, =1|X,, > 1) et B, I"événement « l'urne a toujours contenu, y
compris initialement, au moins une boule verte ». Soit n € N.

5/29



Mathématiques PTSI, DS9 Cor Samedi 25 Mai 2024

15.

16.

17.

18.

Par la question P (X, > 1) # 0 donc p, existe et par définition,

P(X,=1X,>1)

Or si I'évenement (X, = 1) est réalisé, alors (X, > 1) aussi nécessairement : (X,, =1) C (X, > 1).
Donc (X, =1,X,, > 1) = (X, =1). Ainsi,

Par définition de b, et la question [14.

pn:l—an'

Pour réaliser B,, il faut que 'urne ait a chaque étape k entre 0 et n contenu entre 1 et 3 boules
vertes : (X > 1). Pour réaliser tous ces événements, on a donc

n

Bn=[)(Xpg21).
k=0

Soit k € N*. La famille (X} = i)ie[[[)'?)ﬂ forme un systéeme complet d’évenements. Donc par la formule
des probabilités totales,

3
P(Xp1 21, X, 21)=> P(Xp1 21, X, > 1| Xp, = i) P(Xp = i)
=0

3
=0+ Y P(Xps1 21| X, =1)P (X =14)
=1
2
=3P (Xk =1) +1xP(Xp =2) +1x P(Xz =3).

Conclusion,

2
VEEN',  P(Xpp>1,X>1)= P(Xp=1)+P (X =2) +P(X;=3).

Soit k € N*. On sait que P(X;, > 1) =P (X =1) + P (X = 2) + P(Xy = 3). Donc
P(Xy=2)+P(Xp=3)=P(X;>1)—P(Xy=1).
Donc par la question précédente,
P(Xio1 > 1, Xk > 1) = SB(Xe = 1) 4 P(Xp = 2) + B(X, = 3)
= %P(Xk =D+P (X, 21) -P(Xp=1).

Conclusion,
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P(B,) =P (ﬂ (X > 1)) par la question
k=0

n—1 k

=1||P (Xk+1 >1 ﬂ (X; > 1)) P(Xo>1) par la formule des probabilités composées
k=0 =0
n—1

= H P(Xp1 21| X2 1)P(Xo2>1) car Xj1 ne dépend du passé qu’a travers Xy,
k=0
3T P (Xper > 1, X > 1)

= - ’ car Xo ~ % ([0;3])
1 TP XG> D)

3T PR >1) - iR (X =1) It ertestion préeédent

=5 11 (X, > 1) par la question précédente

3 (1 LB =)
114 3P(X), > 1)

Or par définition, pour tout k € N,

P(Xp=1X,>1) P(X;=
= g > = = .
pe=P(Xp=1]Xx21) P (Xy > 1) P (X > 1)

Conclusion,

()

20. Posons pour tout z > —1, f(x) =2 —In (14 z). La fonction f est bien définie et méme dérivable sur
]—1; 400[. De plus,
1 1+z-1 xz
l+z 14+z 14z

Vz € ]-1;+00[, f(z)=

Puisque z > —1, 1 + 2 > 0. Donc pour tout z € |—1;+4o00[, f'(z) est du signe de x. De plus,
lim f(z) = 400, f(0) =0 et par croissance comparée, lim f(z)= +oo. D'ou

w—>—11 xr——400

r>—

En particulier, pour tout x > —1, f(z) > 0. Conclusion,

’VmG]—l;ﬂ—oo[, In(1+ ) éx.‘

7/
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21.

22.

23.

3
On admet que lim p, = —. Puisque lim, o p, # 0, alors la série E P, diverge grossierement.
—+o0 7

mn
neN
Conclusion,

Z pp, diverge.
neN

Pour tout k € N, pp, = P(X, =1| X > 1) € [0;1] en tant que probabilité. Donc 1 — %pk € [%, 1].
Donc

Vn € N*, 0<]P’(Bn)<2<1.

Dés lors, pour tout n € N*, —In (P (B,)) existe et par la question [19]

—In(P(B,))=—1In (271:[1 (1 — Zl))pk)) =In <;l> —:i:ln <1 - ;pk)

k=0
Posons z = —%pk. Puisque 1 — %pk € [%7 1], on a x > —1. Donc par la question précédente,
1 1
VkeN, Inll—=-pr) < —=pg.
3 3
Ainsi,

1 1
VkeN, —In (1 — 3pk> = gpk = 0.
Or par la question précédente, Z pn, diverge. Donc par le théoréeme de comparaison des séries a

neN
termes positifs, on en déduit que

Z (—ln (1 — ;pn>> diverge.

neN*

1
Pour tout n € N*, —In (1 - %pn) > 0. La série Z —1In (1 - 3pn> étant a terme positif et divergeant,
neN*
nécessairement, elle diverge vers +o0o (par le théoréme de convergence monotone : par positivité des

termes généraux, la série est croissante). Conclusion,

la suite (—In (P (By))),,cn- diverge vers +o0.

Pour tout n € N*,
P(B,) = e~ (=In(P(Bn)))

Or par la question précédente, —In (P (B,,)) —+> 400. Par composée de limite, on en déduit que
n—-+0oo

lim P(B,)=e¢ T =q.

n—-+00

Conclusion,

lim P(B,) = 0.

n—+00
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Probleme II - Représentation matricielle

3
L’objectif de ce probleme est de démontrer que lim p, = 2 ot py, G €té défini dans le probléeme précédent.

n—-4o00

Ce probleme peut néanmoins étre traité de facon indépendante au probleme 1.

On considere I'application f définie sur R3[X] par

VP =ag+ a1 X + ax X%+ a3X? € R3[X], f(P)=a1+ (3ap + 2a2) X + (2a1 + 3a3) X% + ap X3.

On note € = (1,X,X2,X3) la base canonique de R3[X].
Partie 1 : Autour de f et A

1. Montrons que f est linéaire et va de R3[X] dans R3[X]. Soit P = ag + a1 X + a2 X? + a3 X? € R3[X].

Par définition,
f(P)=a1 + (3ap + 2a2) X + (2a1 + 3a3) X% + as X? € R3[X].

Donc f va bien de R3[X] dans R3[X].
Soit (A, 1) € R%, P =ag+ a1 X + a2 X? + a3 X?® € R3[X] et Q = bp + b1 X + b X? + b3 X3 € R3[X].
Alors,

R=AP+4uQ = (Mag + pbo) + (Nay + pb1) X + (Mag + pbg) X2 + (Aag + ubs) X3

Deés lors,

F(R) = Xay 4 pby + (3 (Xag + pbo) + 2 (Aag + ub2)) X
+(2(Nay + pb1) +3 (Nag + ub3)) X2 + (Nag + ubs) X3
=\ (a1 + (3ap + 2a2) X + (2a1 + 3as3) X2 4 a2X3)
+ 40 (b1 + (3bo + 2b2) X + (2b1 + 3b3) X2 + b X?)
=Af(P)+nf(Q).

Donc f est bien linéaire. Conclusion,

‘Rg [X] est un endomorphisme de R3[X]. ‘

On a,
f)=3X,  fX)=1+2X%  f(X?)=2X+X°  f(X°)=3X"
Donc
0 1 0 0
matg(f(l)): ol mat%(f(X)): NE maty (f(X )): ol> matey (f(X )): 3
0 0 1 0
Conclusion,
01 00
30 20
A=mate ()=1{ ¢ 9 o 3
0010
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3. Les opérations élémentaires ne modifient pas le rang, donc

1 000
03 2 0
rg(A) =rg 50 0 3 Cy < Oy
00 10
1 0 00
0 1 20
=Trg 9 0 0 3 CQ(-CQ—Cg
0 -1 1 0
1 0 00
0 1 00
=Trg 9 0 0 3 03%03—202
0 -1 3 0
1 0 0 0
0 1 00
“®l2 0 30 C1 > Cy
0 -1 0 3

La derniére matrice étant triangulaire avec des coefficients non nul sur la diagonale, on en déduit que

rg (A) = 4.

4. Par la question précédente, on a rg(A) = 4. Or A € .#; (R) donc A est inversible. Or A = maty (f).
Conclusion,

‘ f est un automorphisme de R3[X]. ‘

5. Montrons que Ker (A — Iy) N Ker (A + I4) = {041 }. Soit X € Ker (A — I4) N Ker (A + I4). Alors,

X € Ker (A*L;) N (A*I4)X :0471
XEKer(A—l—L;) (A+[4)X=041

AX — X =04,y
AX+X:0471
AX =X

=
AX =-X

-~ X=-X

= X:0471.

Donc Ker (A — Iy) NKer (A + 1) € {04,1}. L’inclusion réciproque étant aussi vraie, on en déduit que
Ker (A — I4) N Ker (A + I4) = {0471} .

Conclusion,

‘les espaces Ker (A — I4) et Ker (A + I4) sont en somme directe.

On pouvait aussi commencer par calculer les espaces en question méme si cela empiéte sur la question
d’apres.



Mathématiques PTSI, DS9 Cor Samedi 25 Mai 2024
x
6. Soit X = Z € My (R). On a les équivalences suivantes :
t
0100 1 0 00
30 20 01 00
X € Ker (A — 1) & 02031 1loo 1o X = 04,1
00 10 0 001
-1 1 0 O x
3 -1 2 0 y|l
< 0 2 -1 3 ||z =0
o o 1 -1 t
(—:L’—i—y:O
3r —y+22=0
54
20 —2+3t=0
z—t=0
—xr+y=0
2 22=0
= y+ 2z Lo+ Lo+ 14
20—24+3t=0
z—1t=0
(—:E—I—y:()
2 22=0
= y+ ez L3 <+ L3— Lo
—3z+3t=0
z—t=0
(—ac—i-y:O
-0 1
o Y+ z L2<—%L2
—2+t=0 L3 < 3L
z—t=0
—x+y=0
& y+2=0 car Ly = — L3
—2z+t=0
r=y=—t
<:> y:—z:—t
z=1
—1
—t
& X = ;
t
-1
Donc Ker (A — I3) = Vect _11
1

11/20
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01 00 -1 -1
30 20 -1 -1
o _ /
On pense a vérifier que 02 0 3 1 1 OK !
0010 1 1
.
De méme, pour X = g € My (R),
t_
11 00 x
31 20
X € Ker (A + 1y) = 02 1 3 Z = 04,1
0 011 t
z+y=0
3r+y+22=0
~
204+ 243t =0
z+t=0
z+y=0
—2y+22=0
=4 y+2z Lo+ Ly — 3Ly
20+ 2+3t=0
z4+t=0
(:v—i—y:O
—2 22=0
= y+ 2z L3 <+ L3+ Lo
324+3t=0
z4+1t=0
= =z=—t
z=—t
t
—t
& X = _
t
Conclusion,
-1 1
-1 -1
Ker (A — 1) = Vect 1 , Ker(A+ Iy) = Vect 1
1 1
0100 1 1
30 20 -1 -1
; Ny _ /
On a également vérifié que 02 0 3 1 1 OK |
0010 1 1

~

7. Soit F' = Ker (A — I) + Ker (A +
en somme directe donc

41). Par la question |5.|les espaces Ker (A — 1) et Ker (A + 1) sont

dim (F') = dim (Ker (A — 1)) + dim (Ker (A + I4)) .

12/20
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-1

Posons uy = . Par la question précédente, (uq) engendre Ker (A — I4) et est libre car composée

1
1
d’un seul vecteur non nul. Donc (u;) est une base de Ker (A — I4). Donc

dim (Ker (A — I4)) = Card ((u1)) = 1.
De méme dim (Ker (A + 1)) = 1. Conclusion,
dim (F) = 2.

-1

8. On sait que Ker (A — I4) = Vect . De plus f est canoniquement associé a A dans R3[X].

Conclusion,

Ker (f — Idg,[x]) = Vect (—1 — X + X?+ X?) et Ker (f +Idg,[x)) = Vect (1 — X — X?+ X?%).

Partie 2 : Diagonalisation

W W =

Soit P; le polynéme de R3[X]| défini par maty (Py) = . On pose également X1 = maty (Py), P» =

1
1-3X+43X2 - X3 Pa=14+X-X2-X3et Pp=1-X— X2+ X3 et enfin & = (P, P2, P35, P}).

9. On a directement,

01 0 0 1 3 1
30 2 0 3 9 3
AXi=10 2 03] (3] 70| 735
0010 1 3 1
Conclusion,
AX; = 3X;.
1
10. Puisque maty (P1) = g , on a directement P; = 1+ 3X + 3X?2 + X3. De plus,
1
maty (f (P1)) = mate (f) maty (P1) = AXy = 3X:.
Conclusion,

P =14+3X +3X*>+X> et f(P)=3P.

11. Plusieurs méthodes :

 on montre que A est libre et Card (%) = 4 = dim (R3[X]),
« on montre que A est génératrice et Card (%) = 4 = dim (R3[X]),
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o on montre que maty (A) est inversible,
« on montre que rg (#) = 4 = Card (#) = dim (R3[X]).

Montrons que 2 est libre et Card (%) = 4 = dim (R3[X]) par exemple. Soient (a, b,c,d) € R* tel que
aPy +bPs + Py + dPy = Og, [x].

Alors,

a+3aX +3aX?+aX?+b—3bX +3bX? —bX’ +c+cX —cX?— X +d—dX —dX?+dX? = Og,x]

Par unicité des coefficients d’un polynome,

at+btctd=0 (a+b+ctd=0
3a—3b+c—d=0 —6b—2c—4d =0 Ly < Ly — 3Ly
g L3<—L3—3L1
3a+3b—-c—d=0 —4c—4d =0 Ly Ly — L
a—b—c+d=0 —2b—2c=0
a+b+c+d=0 .
3b+c+2d=0 Ly = =51,
= L3<__ZL3
C+d:0 L4<——%L4
b+c=0
a+b+c+d=0
b =0
And e L2<—>L3
c+d=0
3b+c+2d=0
a+b+c+d=0
b =0
A e L4(—L4—3L2
c+d=0
l—2c—|—2d:0
a+b+c+d=0
b =0
& e Ly Ly+2L;
c+d=0
4d =0

= a=b=c=d=0.

Donc £ est libre. De plus, Card (%) = 4 = dim (R3[X]). Conclusion,

‘%’ est une base de R3[X]. ‘

12. Par définition des polynémes P;, on lit directement que

1 1 1
-3 1 -1
3 -1 -1
-1 -1 1

P =maty (A) =

W W =

De plus par la question précédente, # est une base de R3[X]. Donc P est une matrice de passage
entre deux bases. Nécessairement,

‘P est inversible. ‘
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13. Méthode 1. Par la question [10., on a

3
9
mat (f (P) = 3% = |,
3
De méme,
01 0 0 (1] [—3]
30 20 -3 9
00 10 | —1] | 3
01 0 0 (17 [ 17
3 0 2 0 1 1
mate (FP) = 5 5 o 3 | | 0| = |
00 10 | —1] | —1]
01 00 17 [—1
3 0 2 0 -1 1
00 10 | 1] | —1]
Conclusion,
3 -3 1 -1
9 9 1 1
matze ()= g g _1 1
3 3 -1 -1

Méthode 2. Posons A’ = matg ¢ (f). Par la formule de changement de base, on a A" = P1AQ, avec
P=Pyy=1et Q= Pyy=maty (#B)=P. Donc P~! = I, et par la question précédente,

1 1 1 1
3 -3 1 -1
@= 3 3 -1 -1
1 -1 -1 1
Ainsi,
01 00 1 1 1 1 3 -3 1 -1
~ ~ 30 20 3 -3 1 -1 9 9 1 1
I p—1 _ _ _
A=PAQ=AP = 0 2 0 3 3 3 -1 -1 9 -9 -1 1
0 010 1 -1 -1 1 3 3 -1 -1
Conclusion,
3 -3 1 -1
9 9 1 1
3 3 -1 -1
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14. Allez c’est parti pour un pivot de Gauss! On a les opérations élémentaires suivantes :

1 1
3 -3
P= 3 3
1 -1
1 1
N 0 —6
2\ 0 O
0 -2
11
0 3
2\ 0 0
0 1
1 1
01
2\ 0 0
0 3
11
0 1
2\ 00
00
1 1
01
2\ 00
00
1 1
0 1
2\ 00
00
11
01
2\ 0 0
00
~ T
o
Conclusion,
Vérification :

1 1
-1

[ =
[ —

| |
N O R O N N»ILL\DH
—_

—_ = —_ =

—_ = =

|
)

ORH OO0 O KFHKFE OFFH KM
— OO0 PR OOO = HF= O

W W = =

1 0 00
01 00
=190 10
0 0 0 1
LQ%L2—3L1 1 000
-3 1 00
Lg%Lg*SLl ~
ORI 7\ 3010
AT -10 0 1
L2<——1L2 4 0 0
1 6 -2 0
Lg%—ZLg ~ —
I <——1L 7 4 3 0 -1
4 24 2 0 0
4 0 0
1 2 0 0
Lae Lo Z1l3 0 -1
6 -2 0
4 0 0
1 2 0 0
L4<—L4—3L2 :\%J’Z 3 0 ]
0 -2 0
0
1 0
Ly+2L3 ~ =
Ly =755 z 4 0
3/2 —1/2
5 1 1
Li+— L1 — Ly 1 4 0 0
L3+ L3— Ly 2 8 3 1 -1
3 —1 -1
2 0 2
L1<—L1—L3 } 1 -1 1
Lo+ Lo— Lg ¢ 8 3 1 -1
3 -1 -1
1 1 1
1 1 -1 1
L1<—L1—L2 :;g 3 1 1
3 —1 -1
1 1 1 1
1 1 -1 1 -1
-1 _ 1+
Po=35ls 1 -1 -3
3 -1 -1 3
1 1 1 1 1
-1 1 -1 3 -3 -1
— /
1 -1 -3 3 -1 -1 Iy OK.
-1 -1 3 1 -1 -1 1
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15.

16.

17.

18.

Ouf, je navais pas envie de recommencer...

On observe que P3 = — (=1 — X + X? + X?) € Ker (f — Idg,[x]). Donc par la question f(Ps) =
P3. De méme, Py € Ker (f + IdRS[X]). Donc f (Py) = —Py. De plus, par la question f(P) =3P
Enfin,

0100 1 -3
30 20 -3 9

maty (f (P2)) = A X maty (Py) = 092 0 3 NEAE —3maty ().
0010 -1 3

Donc f (P;) = —3P. Conclusion,

(f(P) =3P, f(P)=-3P, f(P)=Ps f(P)=-Py|
3
Par la question précédente f (P;) = 3P;. Donc matg (f (P1)) = 8 . En procédant de méme pour les
0
autres vecteurs, on obtient,
3 0 0 0
0 -3 0 0
D=mata(f)=1 o o 1 o
0 0 0 -1

Puisque A = maty (f), D = matg (f) et P = Py 4, par la formule de changement de base,

|A=PDP~! ie. D=P'AP.

On sait que P est inversible et donc P~! existe et est aussi inversible. De plus, D est une matrice
diagonale avec des coefficients diagonaux non nuls. Donc D est aussi inversible. Par produit, on
retrouve que A est inversible et

At = (ppP Y7}

1/3 0 0 0
0 —1/3 0 0 .
=Pl o 1 0 |F
0 0 0 -1
/3 0 0 0 1 1 1 1
0 —-1/3 0 0 \1[1 -1 1 -1 .
=F 0 0 1 0 sl3 1 -1 =3 par la question [14]
0 0 0 -1 3 -1 -1 3
11 1 1 1/3 1/3 1/3 1/3
(3 -3 1 -1 \1(-1/3 1/3 —1/3 1/3
“{3 3 -1 -1/38 3 1 -1 -3
1 -1 -1 1 -3 1 1 -3
0 1/3 0 -2/3
_ 1 0 0 0
N 0 0 0 1
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Conclusion,
0 1 0 -2
1 3 00 0
-1 _ +
A7=31 0 00 3
-2 01 0
0 1 0 -2 01 00
3 00 O 30 20
, . . LA-1g 1 _ /
Vérification : A7 A = 3 0 00 3 02 0 3 1, OK!
-2 01 O 0010

Partie 3 : Calcul de p,

L. _fa b _l< b 3a+26)
On définit pour tout M = <c d)’ g(M) =3 % + 3d . . On admet que g € .Z (#> (R)). On note
10 0 1 00 0 0
! / / / / _ .
¢ = (e),¢eh,€e5,€)) = <(0 0> , (0 0) , <1 0) , (O 1>> la base canonique de .#5 (R). On pose enfin
1 0 0 0
;[0 =1 0 0 1 (1 1)
=109 0 13 o et u=1\1 1)
0 O 0 -1/3
0 3
N1
19. Onag(e}) =3 <0 O)' Donc
0
113
maty (g (1)) = 5 |2
0
De méme pour les autres vecteurs. D’ou
01 00
13 020
I — ! = —
A=mate(9) =519 9 ¢ 3
0010
20. Par la question précédente, on a directement,
1
A =ZA.
3
Cependant g est un endomorphisme de .#5 (R) tandis que f est un endomorphisme de R3[X]. Néces-
sairement,
1
g # gf-

21. Par la question on observe que

1 1
A = §A = _PDP ' =pPD'PL.

3
Ou encore D' = P~'A’P. Or A’ = mate (g). Cherchons %' = (v1,v2,v3,v4) telle que
1 1 1 1
mate (%") =P= g _33 _11 :1
1 -1 -1 1
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1
Alors, v; = €] + 3¢, + 3¢ + ¢}y = <3 i’) De méme, pour vy, v3, v4. Posons donc

_(1 3) _(1 —3) _(1 1) _<1 —1)
“=\3 1) 27\ 1B 71 )™ 7\ 1)

et B' = (v1,v9,v3,v4). Alors, on observe bien que P = mateg (%'). Puisque P est inversible (question
12.)), on en déduit que %’ est une base de .# (R). De plus, comme D’ = P71 A’P, avec A’ = maty (g)
et P = Pg g, on en déduit par la formule de changement de base que

1 3 1 -3 1 1 1 -1
D' = maty (9), avec%’:(vl,vg,vg,v4):<(3 1>,<3 _1>,(_1 _1),(_1 1))

1
22. Posons V = matys (u) et U = matgy (u). Ona V = 3 1 . Par la formule de changement de base
1
pour un vecteur (X = PX’), on a
1 1 1 1 1
1 1 -1 1 -1 111
_ _ p-lyy _ * 1 .
V =PU & U=P V—8 5 1 -1 -3 1l par la question [14]
3 -1 -1 3 1
1
110
8|0’
11
Conclusion,
1
1
U =maty (u) = 3 8
1

23. Soient n € N et U,, = matg (¢" (u)). Alors,

U, = matg (¢")maty (u) par la formule Y = AX

= matgy (9)" U

= (D)"U par la question
1 0 0 0 1

_ 8 (_(?n 1/03n 8 é 8 car D' est diagonale
0 0 0 (=1)7"/3" 1

Conclusion,

O O =

1
i N, U,=-
n € N, 3

/\
\_/
3

/3"
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24. Soit n € N. Puisque U, = matg (¢" (u)). Par la question précédente, on obtient,

1 (-n"
9" (u) = -vy + FRVETAL

(G D500 )
N 3 1 3n -1 1
B (1+(_3’1n)’n 3_(_3}1)7L

s\3- L 1 CD

Qo

= 00

Conclusion,

noy 11+ G 3 GI°

(€79 bn) b
et on pose =
¢, dy p Pn = 1-,,

On note pour tout n € N, u,, = <

n n n n+1
25. Par la question précédente, pour tout n € N, on a a,, = % et b, = %. Donc
3n+1;>5§3)n+1 3n+1 + (_1)n+1 3n+1 + (_1)7L+1
Vn € N, = - = = .
" P 1 THCDT T g3 =3 (<) Tx 3+ (—1)"
X n

Or (-1)"™ <« 37tlet (-1)" < 7 x 3" Donc

n—+400 n—-4o00

3n+1 3

pnn—::-oo 7Tx3n 7

Conclusion, (pn),cy converge et

lim ==
n—-+o0o Pn

La matrice A’ est la matrice de transition associée d la chaine de Markov du probléme 1. U représente la
distribution uniforme initiale et donc g"(u) correspond d la matrice donnant les probabilités de présence
dans chaque état a U'étape n : an, by, ¢ et d,, d’otu on en déduit p,. Pour calculer g"(u) on fait appel d
lalgébre linéaire pour changer de base/diagonaliser afin d’accéder facilement auzx puissances. Je sais. Vous
étes comme moi, béat d’admiration face da la beauté et la puissance des mathématiques.
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