Mathématiques PTSI, Int10 Cor 2023-2024

Correction de l’interrogation 10
Equations différentielles d’ordre 1.

1. (a) Enoncer le principe de superposition.
Solution. Soient I un intervalle, a, by et by trois fonctions continues sur I, y; une solution de

(Ey) Vo el, v (z) + alx)y(z) = by (2)
et yo une solution de
(Es) Veel,  y(0)+al@y(@) = bo(a).

Alors, y1 + y2 est une solution de
(E) Veel,  y(z)+alx)y(x)=bi(z)+ba(z)

(b) Définir un probleme de Cauchy.

Solution. Soient I un intervalle, a et b deux fonctions continues sur I, tg € I et yo € K alors le probleme
suivant d’inconnue y une fonction dérivable sur I est un probléme de Cauchy

(7 {Vt eI, y(t)+a(t)y(t) = b(t)
y (to) = %o

(¢) Enoncer la formule de Moivre.
Solution. Pour tout 6§ € R et tout n € Z, on a

n

(cos (0) +isin (0))" = (e)" = ™’ = cos (nf) + isin (nf).

2. Déterminer les intervalles de résolution puis sur I'un d’eux, déterminer .7 I’ensemble des solutions de I’équation
homogene (Ey) associée a (E) : In(t)y(t) 4+ tIn*(t) (4 (t) + 1) = 0 d’inconnue y une fonction dérivable.
Solution. L’équation (E) n’est définie que pour ¢ > 0. De plus, pour tout ¢t € R¥,

(E) & VteRy,  tln'()y'(t) + In(t)y(t) = —tIn*(¢).

Or pour t > 0, tIn*(t) =0 < ¢ = 1. Donc les intervalles de résolution de (E) sont

(=101 et I =]1;+oo] |

Fixons alors I = I par exemple. Des lors,

1
vtel, "(t) + ——y(t) = —1.
y'(t) tlng(t)y( )
L’équation homogene associée est alors donnée par
(Bo) Vel )+ ——ylt) =0
0 . ) Yy + 1n3 (t) Yy - Y-

Posons a : t — ﬁ La fonction a est continue sur I donc admet des primitives. On reconnait une fonction

de la forme :j—; avec u : ¢t — In(t) donc une primitive de a sur I est donnée par

A: t— — 1 _ 1
' 202(t)  2In’(t)

Conclusion, I’ensemble des solutions de (Ep) sur I = |1; +00] est donné par

J1;400[ — R ):{ 15400 — R

YO:Vect( 1 1
t = e2nZ(® t — (Ce2m2@®

‘CGR}.
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3. Justifier que l'équation (FE) : y/(z) — %y(m) = arctan(z) admet des solutions sur I = R et les déterminer &
l'aide de la méthode de variation de la constante.

On pourra admettre que yo : © — 1+ 2 est une solution de I’équation homogéne associée.

Solution. Pour tout x € R, 1+ 2?2 > 0 donc les fonctions a : x —% et z — arctan(z) sont continues sur R.

Donc ‘ (E) admet des solutions sur R ‘

Posons yp : © — 1+ 22, y une fonction dérivable sur R et Vo € R, \(x) = ;)((‘7;)) car Vo € R, yo(z) # 0. La

fonction A est dérivable sur R comme quotient de fonctions qui le sont et dont le dénominateur ne s’annule pas
et I'on a les équivalences suivantes :

2z
1+x2y

& Ve eR, N(@yolz) +  A@)yp(x)

y solution de (F) = Vr € R, ¢ (x) (x) = arctan(z)

2z

i Az)yo(z) = arctan(x)

=0car yo solution de I’équation homogene

& Vz € R, X (z)yo(z) = arctan(x)

& vz € R, X(z) (1 + 2?) = arctan(z)
& Vz e R, N(z) = %I;(f) = arctan’(z) arctan(z) car 1 + 2% #0
arctan®(x)
& 3CER WreR Ao)= 52 4C
2
& AC e R, Vz € R, y(z) = AM(z)yo(x) = (%n(x) + C’> (14 2%).

Conclusion, I’ensemble des solutions de (F) est donné par

R —
ﬂ:{ r %arcta;(x)+c)(1+z2) ‘CER}.

4. Justifier que f : z — #}‘13 admet des primitives sur ]3; +00[ et les déterminer.
Solution. Soit A le discriminant de 22 — 42z + 3. On a A = 16 — 12 = 4. Donc les racines associées sont
452 = 1 et 22 = 3. Donc pour tout z € |3;4o0cf, on a 22 — 4z +3 > 0 et f est continue sur |3;+o0[ et

admet donc des primitives sur ]3; +oo| ‘ De plus, pour tout x € R,

2 — 3
f(x):x2—4x+3
24 1
7x2—4x+3+ac2—4x+3
24 1
_x2—4a:+3+(x—1)(a:—3)
2 — 4 /2 1/2

2 —dr+3 1-3 -1

Ainsi, une primitive F' de f est donnée pour tout x € |3; 4+o00[ par

F($)=1n(‘x2_4x+3‘)+;ln(|x—3|)—;ln(|m_1|):1n<(x2_4x+3)M).

vr—1

Conclusion, I’ensemble des primitives de f est donnée par

]3;400[ = R

S = (x2—4x—|—3)\/a:—3 CeR
T~ In +C
VvVe—1

Vi
+1

1
5. Justifier que I = / o) dt existe et calculer I a ’aide d’un changement de variable.
0
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Solution. La fonction t — t% est continue sur [0;1]. Donc . Posons pour tout ¢ € [0;1], s = v/t alors

t=52.8it=0,5s=0.Sit=1,s=1.La fonction s+ s? est €' sur [0;1] et dt = 2sds. Ainsi,

1 1
t
I:/ \[dt—/ LQsds
0 t+1 0 S2+1

= [25 — 2arctan (s)]°2)

3

=2 —2arctan(1) — 0
™
-2 _.
2
Conclusion,
Fa
I1=2——.
2




