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Correction de l’interrogation 13
Matrices

1. (a) Enoncer la propriété donnant la transposée du produit.
Solution. Soient (n, r, p) ∈ (N∗)3, A ∈Mn,r (K), B ∈Mr,p (K). Alors (AB)T = BT AT .

(b) Définir une matrice symétrique/antisymétrique.
Solution. Soient n ∈ N∗ et M ∈Mn (K).

• La matrice M est symétrique M ∈ Sn (K) si et seulement si MT = M .
• La matrice M est antisymétrique M ∈ An (K) si et seulement si MT = −M .

(c) Enoncer la propriété donnant les racines n-ièmes d’un complexe non nul quelconque.
Solution. Soit z = r eiθ ∈ C∗, avec (r, θ) ∈ R∗

+ × R. Pour tout ω ∈ C, on a

ωn = z ⇔ ∃k ∈ J0; n− 1K, ω = n
√

r ei( θ
n + 2kπ

n ) .

2. Soient n ∈ N∗, A =
(
a =i,j= 2i+j

)
1⩽i,j⩽n

∈ Mn (R) et B =
(
bi,j =

(
n
i

))
1⩽i,j⩽n

∈ Mn (R). Calculer pour tout
(i, j) ∈ J1 ; nK2, le coefficient ci,j de la matrice C = AB.
Solution. Soit (i, j) ∈ J1; nK. Par définition du produit,

ci,j =
n∑

k=1
ai,kbk,j =

n∑
k=1

2i+k

Ç
n

k

å
= 2i

∑
k=1

Ç
n

k

å
2k.

On reconnait un binôme de Newton :

ci,j = 2i

[
n∑

k=0

Ç
n

k

å
2k − 1

]
= 2i [(2 + 1)n − 1] = 2i (3n − 1) .

Conclusion,
∀ (i, j) ∈ J1; nK2, ci,j = 2i (3n − 1) .

3. Soient A =
Å

4 1
−1 2

ã
et B =

Å
1 1
−1 −1

ã
. Déterminer pour tout p ∈ N, Bp. En déduire pour tout p ∈ N, Ap.

Solution. On calcule :
B2 =

Å
1 1
−1 −1

ãÅ
1 1
−1 −1

ã
= O2.

Par suite, pour tout p ⩾ 2, Bp = O2. D’où,

∀p ∈ N, Bp =


I2 si p = 0
B si p = 1
O2 si p ⩾ 2.

Or on observe que A = 3I2 + B et 3I2 et B commutent. Donc par la formule du binôme de Newton, on a les
égalités matricielles suivantes, pour tout p ∈ N,

Ap = (3I2 + B)p =
p∑

k=0

Ç
p

k

å
Bk (3I2)p−k =

p∑
k=0

Ç
p

k

å
3p−kBk.

Si p ⩾ 1,

Ap =
Ç

p

0

å
3pI2 +

Ç
p

1

å
3p−1B + O2 = 3p

Å
1 0
0 1

ã
+ p3p−1

Å
1 1
−1 −1

ã
=
Å

3p + p3p−1 p3p−1

−p3p−1 3p − p3p−1

ã
.

On note que la formule reste vraie si p = 0. Conclusion,

∀p ∈ N, Ap = 3p−1
Å

p + 3 p
−p − (p− 3)

ã
.

Vérification, si p = 1, 3p−1
Å

p + 3 p
−p − (p− 3)

ã
=
Å

4 1
−1 2

ã
= A OK !
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4. Déterminer si P =

Ñ
2 −2 1
1 −1 1
1 −2 2

é
est inversible ou non et si P est inversible, calculer son inverse.

Solution. En appliquant l’algorithme de Gauss-Jordan, on a les opérations élémentaires suivantes :

P =

Ñ
2 −2 1
1 −1 1
1 −2 2

é
I3 =

Ñ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

é
∼
L

Ñ
1 −1 1
2 −2 1
1 −2 2

é
L1 ↔ L2 ∼

L

Ñ
0 1 0
1 0 0
0 0 1

é
∼
L

Ñ
1 −1 1
0 0 −1
0 −1 1

é
L2 ← L2 − 2L1
L3 ← L3 − L1

∼
L

Ñ
0 1 0
1 −2 0
0 −1 1

é
∼
L

Ñ
1 −1 1
0 −1 1
0 0 −1

é
L3 ↔ L3 ∼

L

Ñ
0 1 0
0 −1 1
1 −2 0

é
Ainsi,

P ∼
L

Ñ
1 −1 0
0 −1 0
0 0 −1

é
L1 ← L1 + L3
L2 ← L2 + L3

I3 ∼
L

Ñ
1 −1 0
1 −3 1
1 −2 0

é
∼
L

Ñ
1 −1 0
0 1 0
0 0 1

é
L1 ← −L1
L2 ← −L2

∼
L

Ñ
1 −1 0
−1 3 −1
−1 2 0

é
∼
L

Ñ
1 0 0
0 1 0
0 0 1

é
L1 ← L1 + L2 ∼

L

Ñ
0 2 −1
−1 3 −1
−1 2 0

é
.

Puisque P ∼
L

I3, on en déduit que P est inversible . De plus,

P −1 =

Ñ
0 2 −1
−1 3 −1
−1 2 0

é
.

On pense à vérifier son résultat que P −1P = I3 !
5. Déterminer en justifiant un équivalent quand n→ +∞ de un = ln

Ä
n

n+1

ä
+ sh

( 1
n3

)
.

Solution. On a pour tout n ⩾ 1,

un = ln
Å

n

n + 1

ã
+ sh

Å 1
n3

ã
= ln

Ç
1

1 + 1
n

å
+ sh

Å 1
n3

ã
= − ln

Å
1 + 1

n

ã
+ sh

Å 1
n3

ã
.

Or ln (1 + u) ∼
u→0

u. Posons u = 1
n =

n→+∞
0. Dès lors,

− ln
Å

1 + 1
n

ã
∼

n→+∞
− 1

n
.

D’autre part, sh(v) ∼
v→0

v. Posons v = 1
n3 −→

n→+∞
0. Donc on a aussi,

sh
Å 1

n3

ã
∼

n→+∞

1
n3 .

PAS DE SOMME D’EQUIVALENTS ! ! !
Or 1

n3 ≪
n→+∞

− 1
n . Donc sh

( 1
n3

)
≪

n→+∞
− ln

(
1 + 1

n

)
. Ainsi,

un ∼
n→+∞

− ln
Å

1 + 1
n

ã
∼

n→+∞
− 1

n
.

Conclusion,

un ∼
n→+∞

− 1
n

.
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