Mathématiques PTSI, Int13 Cor

2023-2024

Correction de l’interrogation 14

Analyse asymptotique

1. (a) Enoncer le théoréeme d’encadrement des équivalents.
Solution. Soient a € R, I un voisinage de a et (f,g,h) € .Z (I,R)® tels que

Ve el,

flx) <g(x) <h(z) et

Alors, par le théoréeme d’encadrement des équivalents,

f@) ~ g@) ~ h().

f(@) ~ h(z).

T—a

Enoncer la propriété permettant de primitiver un développement limité.

Solution. Soient I un voisinage de 0 et f € & (I,K). Soit n € N. On suppose que f admet un développement
limité & ’ordre n en 0 donné par

f(z) o Zakxk +o(2"), (ak)reo.n] € K+,
k=0

Soit F' une primitive de f sur I alors F' admet un développement limité a 'ordre n 4+ 1 en 0 donné par

n karl
Fla) = FO)+ Y ag—
k=0

Enoncer la croissance de I'intégrale.

Solution. Soient (a,b) € RZ a < b, et (f,g) € € (Ja;b] ,R)* telles que

Alors,

vt elabl,  f(t) <g).

/abf(t) dt < /abg(t) dt.

2. Calculer un développement & l'ordre 2 en 0 de f : = +— eTE .

Solution. On a

1

Donc

2 2
u: u _P =
Ore*=1+u+% +o(u?). Posons u(x) o

* ’U,(l') sz 0

° U(.’E) :L‘:O

o Enfin, o (u(z))

Par conséquent,

Conclusion,

1
3+ x 203

2
—5, donc u*(x) o

m:>0

-5+ ;—i + o (x?). Alors

g—i ie u(z) = g + o (z?). Dou,

x—0
u?(z) z? 2
5 .50 16z 7o)

eu(@) = 1—-35 +§z +o (952
xr
+11§2 +o (2
+o (22
x 722
SolTo T +o (2?)
1
1 1x Tesz? 9
f(x) $:Oe$—e3§—|— T o(2?).

+o0 (x”“) .

1 1 r 2P 1z a?
= 1—7 _— 2> = —_ — - 2 .
1+§H03< sty o)) S gt el
f(z) = v es e_%+£+o($2) .
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3. Calculer le développement limité a I'ordre 5 en  (!) de cos.

. Déterminer un développement a l'ordre 5 en 0 de f : x +—

Solution. Posons x = & + h ie. h =z — %. Des lors,

cos () = cos (E + h)

B h2  hA 5) 1( h3  hP 5>
o2 \(Lm g T tol)) =g (b5t to (W)
V3 h V3., R V3, b 5
T2 2 4ttt T te®)
Conclusion,
_\/g 1 T V3 T\ 2 1 ™3 V3 T\ 4 1 T\ ° ( 775)
cos(@) = 5 5 (r=5) T (e-5) Tpl-5) t -5 —aml-5) tell-5) )

arctan(z) arctan?(z) A

et en déduire celui de F' : x —

1422 2
lordre 6 en 0.
Solution. Au voisinage de 0, on a
x> 2P 5
arctan(z) Rt ity + = +o0(z°).
De plus,
1 2 4 4
1122 x:01_m +x —|—0(m )
Ainsi,
arctan(x)
_ 3 5 5 2 4 4
= T 2 0(@) (1t 40 (a)
=z -z +2° +o (1’5)
z—0 3 5 5
X
—F tg to (z°)
+%Z 4o (P
+o (2°
_ 43 | 2325 5
w:>0 *T+?+O(x).
De plus,

e La fonction f admet donc un développement limité a ’ordre 5.
e La fonction F' est une primitive de f sur R.
Par conséquent, la fonction F' admet un développement limité & I'ordre 6 et celui-ci est donné par

z? ozt 2326 6
F@) 5, FO) +5 =5+ 555 +o (@)
Comme F(0) = arctan(0)/2 = 0, on conclut que
z? 2t 2325 6
F@) S5 — 5+ 90 tol)

. Montrer que la courbe de f : x +— V422 + 3z + 6 +1n (1 + z) — In (z) admet une asymptote en +o0, déterminer

son équation et préciser la position de la courbe de f par rapport & cette asymptote au voisinage de +oo.
Solution. Posons pour tout z > 0, h = % — 0. Des lors,

T—+00

o (a1 ) (3
:% 1+%+32£+1n<h;:1)+ln(h) car h >0
:% 1+%+32ﬁ+m(1+h).
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2
Posons u(h) = 30+ 35 Alors,
h—0

o u(h) — 0.
h—0
. P 2, 2
o Puis, u(h) o 3% donc u(h)? " e ie. u(h)? o M+ 0 (h?).
. Enfi h) = o(% 10(h?)) = o(h?
ufin, o (u(h)) = o(%5 +o(h?)) = o(h?)
o i (1/2)(=1/2) :
_ U 1/2 1/2) N u o u” 9
1—|—uu— 1+2+ 5 +0(u)u:01—|—2 8+0(u)
Ainsi,
3h  3h
1+ Z + 7 = 1+ U(h)
= 1+ 3h +£
h—0 8 2
19
~516 +o (h?
+o (h?
h —
S e ()
o LR ik +o (h?)
Par suite,
2 3h 87
N Ll 2 >
f(z) }Hoh( +3 +128h +o0(h*)) +h+o(h)
2 3 87
thE‘FZ‘F@h-FO(h)-Fh-‘rO(h)
2 3 151
S R OF
Ainsi,
B 3 151 (1)
f(x)w:02x+4+64$+0 x/)
Conclusion, la courbe de f admet une asymptote en +o0o d’équation
3
=2 -.
Y T+ 1
De plus,
3 151
o= (24 3) g

et Vo > 0, % > 0. Or deux équivalents ont méme signe au voisinage du point considéré. Conclusion, le graphe

de f est

au dessus de son asymptote au voisinage de +oc.




