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1. (a)

Correction de l’'interrogation 15
Ensembles et applications

Enoncer la distribution de I'intersection sur I'union et réciproquement puis énoncer les lois de Morgan pour
les ensembles.

Solution. Soient E un ensemble et (4, B,C) € 2 (E)®. Alors,
e AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC).
e« AU(BNC)=(AUuB)N(AUCQC).
« ANB=AUB.
« AUB=ANB.
Caractériser la bijectivité d’'une fonction par l'existence d’un inverse.

Solution. Soient E, F' deux ensembles et f € & (E, F). La fonction f est bijective si et seulement s’il existe
F (F, E) telle que

fog=Idp et go f=1dg.
De plus dans ce cas, g = f~ L.
Enoncer le principe de superposition pour une équation différentielle d’ordre 1.
Solution. Soient I un intervalle, a, by et by trois fonctions continues sur I, y; une solution de

(1) Veel,  y(@)+a@y) = bi(x)
et yo une solution de
(E2) Veel,  y(x)+alx)y(z) = ba(a).
Alors, y; + y2 est une solution de
(E) Veel,  y(z)+alx)y(@)=bi(z)+ba(z)
2. Soit f : S : 57.

(a)
(b)

Montrer que f (iR) =iR.
Montrer que f~!(U) = U.

Solution.

(a)

Montrons que f (iR) = iR. On procéde par double inclusion. Montrons que f (iR) C iR. Soit z € f (iR).
Par définition, il existe w € iR tel que z = f (w) = w”. Puisque w € iR, il existe b € R tel que w = ib. Donc

z=wl = (b)) =i = —ib" =i (-b7).
——
€Rr
Donc z € iR et ainsi f (iR) C iR.
Réciproquement, montrons que iR C f (iR). Soit z € iR. Alors il existe b € R tel que z = ¢b. On rappelle
que la fonction x — x7 est bijective sur R de réciproque x + /2. Posons a = —v/b et w = ia. Alors, a € R,
w € 1R et

fw)=(ia)" =i"a” = —i (—\7/8)7 = —i(=b)=ib=z.
Donc z = f (w) et w € iR. Donc z € f (iR). Ainsi, {R C f (iR).
Conclusion,
f(iR) =R.

Montrons que f~!(U) = U. On peut procéder par double inclusion. Procédons ici par équivalences. Soit
z € C. On a les équivalences suivantes :

ze f7H(U) f(z)eU

2"eU

=" =1

ol =1

|z] =1 car |z] € Ry
zeU.
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Conclusion,

Tt =u.

3. Soient E et I deux ensembles, f : E — F et A € & (F). Montrer que f~* (Z) = f~1(4).
Solution. Soit A € 2 (F). Montrons que f~! (A) = f~1(A). Soit € E. On a les équivalences suivantes :
ze [~ (4) f(x) e A
flx) ¢ A
v [ (A)
z € f71(A).

t ot

Conclusion

F7HA) = F1(A).
4. Soient E et F deux ensembles, f € & (E,F), A€ P(E) et B € Z(E). On suppose f injective. Montrer que
f(A)=f(B) = A=B.
Solution. Supposons f (A) = f (B). Montrons que A = B. Procédons par double inclusion. Montrons que A C B.

Soit € A. Montrons que x € B. Puisque « € A, on a f(z) € f(A4). Or f(A4) = f(B). Donc f(z) € f(B).
Donc

d' € B, f(2') = f(2).
Or f est injective. Donc 2’ = z. Donc # = 2’ € B. Ceci étant vrai pour tout € A, on en déduit que A C B.
Par symétrie des hypotheéses sur A et B, ont démontre de la méme fagon que B C A.
Donc A = B.
Conclusion,

f(A)=Ff(B) = A=B]

5. Calculer un développement & l'ordre 3 en 0 de f : z — ch (sin(x)).

Solution. On a 5
. o _r 3
sin () 507G + o (2?)

et
2

ch (u) o 1+ u? + 0 (u?).
Posons u(x) ot % + o0 (2*). Alors

o u(x) — 0.
z—0

e De plus

2 z® 3 ’ 3
u?() = x—g-i-o(x) x—g—&-o(x)

S o)

+ o(2%)

o 2—|—0(x3).
Donc 2( ) )
u®(x T
2 $i0?+0($3)

o On a également u(x) ~, @ donc u(x) ~ 2. Donc o (u?(z)) =, (z®).
z— T— T—

Ainsi,

Conclusion,




