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1.

2.

Correction de l’interrogation 17
Suites numériques

(a) Donner la définition de deux suites adjacentes. Que peut-on en déduire ?
Solution. Soit (un), cy €t (Vn),cy deux suites réelles. On dit que (uy), oy et (vn), ey sont adjacentes si et
seulement si
e (Un), ey est croissante
e (Un),en est décroissante

o v, —u, — 0.
n—-+4oo

Deux suites adjacentes convergent et vers la méme limite.

(b) Donner une condition suffisante pour qu’une suite définie par récurrence u,+1 = f (u,) soit croissante et
comment le démontre-t-on 7
Solution. Soit f : R = Ret (un),cy € RY la suite définie par ug € R et pour tout n € N, w41 = f (uy).
On suppose que [ est croissante et que u; > ug. Alors la suite (u, ),y est croissante. On le démontre par
récurrence bien stir!

(¢) Enoncer la formule de Bernoulli et du bindéme de Newton pour deux matrices.
Solution. Soient n € N*, m € N et (4, B) € .4, (K)*. On suppose que A et B commutent i.e. AB = BA

alors,
) m m m —
i. (A4 B) _Z<k>AB )
k=0
m—1
ii. Sim#0, A" — B™ =(A—B) Z Akgm—1-k
k=0

2
Soit (un),cy telle que pour tout n € N, 0 < ug, < ’%" + % On suppose que (uy), cy converge. Quelles sont les
valeurs possibles de sa limite ? Justifier votre réponse.

Solution. Soit £ € R la limite de (uy,), cy. En tant que suite extraite, on a hril U, = . De plus par somme
n—-—+0o0
u? 1 2
lim -2 + — = —. Donc par passage a la limite dans I'inégalité,
n—+oo 3 o2n 3

0/l — & {=0 OU {é & =0 o0U ¢>3
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Conclusion, I’ensemble des valeurs possibles de £ est

|7 = {0} U [3;+00].|

Pour la suite (un)neN définie par ug = 3, u; = —1 et pour tout n € N, u, 10 = 2u,11 — 2u,, déterminer pour
tout n € N une expression explicite de u,, en fonction de n.
Solution. On reconnait une suite récurrente d’ordre 2. Soit (E.) : 72> — 2r + 2 = 0 Péquation caractéristique

associée. Son discriminant vaut A = 4 — 8 = —4 = (2i)°. Donc les racines de (E.) sont complexes conjuguées :
2+ 2 )
r= =1=q.
2
Or

r:\f(\[i f) V2etiT

Par conséquent, il existe (A, ) € R? tel que

Vn € N, u”=<\/§)n(x\c05( 4)+,Ltbln< Z))

1/



. Soit (un), ey € RY une suite définie par {

R
g
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En particulier, pour n =0 et n = 1,
3=ug=A\ - A=
—lzﬂ()\cos(g)—i—usin(%)):)\—i—ﬂ p=—-1—-XA=—-4
Conclusion,
YneN, wu,= (\/i)n (3COS (nﬁ) — 4sin (nz)) .
4 4
Vérification : us = 2uy; — 2ug = —2 — 6 = —8 et pour n = 2,
<\/§)n (3 oS (n%) — 4sin (n%)) =2 (3 cos (g) — 4sin (g)) =2(—4)=-8 OK!
4. Déterminer la monotonie de la suite (uy),, oy définie pour tout n € N, u,, = — (n+1)e™".

Solution. Soit f : x — — (z + 1)e~". La fonction f est dérivable sur R et
VeeR, fl(z)=—-e"+(x+1)e®=xe ”.

Donc pour tout « € RY, f/(x) > 0 et f est donc croissante sur R* . Par continuité de f en 0, f est strictement
croissante sur R . En particulier,

Vn €N, fn) < f(n+1) & Up, < Upt1-

Conclusion,

‘ (Un),cn est strictement croissante.

UO=1

. Montrer que (u converge vers 0.
VneN, uppq = que (un)nen &

Solution. On montre par récurrence que pour tout n € N, u,, > 0. Dés lors, pour tout n € N, u2 +1 > 1 donc
u%ﬂ < 1. Or par hypothese, u, > 0 donc ug—il < Uy Ainsi, pour tout n € N, up 41 < uy, et la suite (uy,) en est
décroissante. Or la suite est minorée par 0. Donc par le théoreme de convergence monotone, la suite (u”)nGN
converge. Notons ¢ sa limite. Pour tout n € N, on a u,, > 0. Donc par passage a la limite, £ > 0. Puis par

e . . (%
continuité de la fonction z — —%5 sur Ry et donc en £, on a lim B a—
x5+ notoouZ +1 (241

n

Par passage a la limite

dans Vn € N, u,41 = 4347, on obtient alors,
- & t=0oul=__ & t=0o0Uf+1=1 & L=0
2+ B 241 B B -
Conclusion,

‘La suite (un), oy converge vers 0.




