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Correction de l’'interrogation 21
Séries

1. (a) Enoncer le théoréme de comparaison.

Solution. Soient (un), oy €t (vn), oy deux suites numériques. On suppose que

dng € N, Vn > ng, 0 < up < vp.

Dans ce cas, si E vy, converge, alors E Uy, converge.
neN neN
Par contraposée, si E u, diverge, alors E v, diverge.
neN neN
(b) Définir la convergence absolue. Quelle est I'implication associée ? Contre-exemple de la réciproque ?
Solution. Soit E U, une série numérique.
neN

e On dit que Z uy converge absolument si et seulement si Z |u,| converge.
neN neN

e La converge absolue implique la convergence.

(=n"

n

1 .
= E — est la série
n

neN*

. _1 n )
e La série E (=1) converge mais ne converge pas absolument car E
n

neN* neN*

harmonique.

(¢) Enoncer le théoréme d’encadrement.
Solution. Soit a € R, I un voisinage de a, f, g et h trois éléments de % (I,R). On suppose que
e pour tout x € I, g(x) < f(z) < h(x),
o il existe I € R tel que 71}1)1}1 glx) = xhlg h(z) =1.

Alors on a également lim f(z) = 1.
r—a

2. Pour tout n € N*, u,, = ‘/”24'"“;\/”“”_1. Déterminer la nature de Z Up,.

neN*
Solution. On a

1 1 1 1
Vn € N*, un:\/1+—+—2—\/1+—+
n n n

ﬁ.
_ 1 1 2 _ 1 1 _ 1
Posons u = + + -5 M 0. De plus, u oo 7T +0(75) et o(u) T 0 (7z). Donc
1 1 1(1 1) (1/2)(~1/2) 1 (1) 111 <1)
Vit—d— = 14=(—q gL () = 1 —).
+n+n2n—>+oo +2 n+n2 + 2 n2+0 n2 /) n—too +2n+2n2 8n2+0 n2
De méme,
e U N B A
e ST 4,
n  n2 n—+too 2n  2n?  8n? 2

D’ou, par différence,
1 . ( 1 ) 1
n—>_+oo ’n,2 o n2 n—+o00 ’r},2 ’
1
De plus, pour tout n € N*, # >0 et Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1.

neN*
Conclusion, par le théoreme des équivalents des séries a termes positifs,

E u, converge.
neN*
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3. Déterminer la nature de la série de terme général Vn € N, u,, = 2.

Solution. Méthode 1. Appliquons la régle du n?. Pour tout n € N,

5
n . /
nQ'U/n =— — 0 par croissance comparee.
3" n—+4o0

Donc il existe ng € N* tel que pour tout n > ng,

0<n?u, <1 = 0<u, £ —= car n? > 0.

1
Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Donc par le théoréeme de comparaison

neN*
des séries a termes positifs,

g U, converge.
neN

Méthode 2. Appliquons le théoréme de domination. Pour tout n € N,

5
n . .
n2un =— — 0 par croissance comparee.
3" n—+4oo

1

: _ 1 _ 1 * 1

Autrement dit u,, oo © (W) et donc uy, it O (p) Or pour tout n € N*, -5 > O et Z 2 converge. Donc
neN

par le théoréeme de domination, Z u, converge absolument. La convergence absolue entrainant la convergence,

neN
on conclut que

E un converge.
neN

a n
4. Soit a € R. Déterminer la nature de Z (7> .
n
neN*
a

Solution. Posons pour tout n € N*, u,, = (E)n On observe que pour tout n € N*,

w01 ()"

Or &~ — 0. Donc il existe ng € N*, tel que

n——+o00
a 1
Vn = ny, 0<u<*-
n 2
D’ou 1
Vn >mng, 0< |up| < T

. 1 . . .
La série E o converge en tant que série géométrique de raison % € ]—-1;1[. Donc par le théoréme de compa-
neN
raison des séries a termes positifs,

Z |un| converge.
neN*

Autrement dit E uy, converge absolument. Or la convergence absolue implique la convergence. Conclusion,
neN*

E un converge.
neN*

1 1
5. Montrer que Z {ln <1 + 2—) —In <1 + 5 2)} converge et calculer sa somme totale.
gl n n +
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= 1
Solution. Soit n € N*. Posons S,, = Z {ln (1 + ﬁ) —1In (1 + )} et a, =In (1+ 5-). On a alors

Pt 2k + 2

3

Vn € N*7 S, = (ak — ak+1) .

On reconnait alors une somme télescopique. Donc

. 1 1
Vn€N7 Sn—al_an+1—1n(1+§)_ln(l‘i‘m)

3
Or lim In (1 + > = 0. Donc (Sy),cy- converge et lim S, = In (§> Conclusion,

n—-+00 2n + 2 n—+oo
Z ln(l—l—i)—ln(l—l— 1 ﬂ converge
m M1 2 &
neN*
et
—+oo
1 1 3
(1 gg) i (10 7)1 (5)
;jn tor) U o "2




