Mathématiques PTSI, Int22 Cor 2023-2024

1.

(a)

Correction de l’'interrogation 22
Dimension

Caractériser par le rang le fait qu’une famille soit génératrice/libre/base.
Solution. Soient n € N*, p € N*, E un espace vectoriel de dimension n et &# = (u1,...,u,) € EP une
famille de p vecteurs de E. Alors
o F est génératrice dans E si et seulement si rg (%) = n.
o .Z est libre dans F si et seulement si rg (%) = p.
o 7 est une base de E si et seulement si rg (F) =n = p.
Enoncer la formule de Grassmann et caractériser par la dimension la supplémentarité.
Solution. Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E.
On a
dim (F 4 G) = dim (F) 4+ dim (G) — dim (F N G) .
De plus, F' et G sont supplémentaires dans E si (au moins) deux des assertions suivantes sont vérifiées :
1. FNG = {OE}
2. F+G=E.
3. dim (F) + dim (G) = dim (E).
Donner la forme explicite d’une suite récurrente linéaire d’ordre 2.
Solution. Soient (a,b) € R? et (uy) la suite vérifiant pour tout n € N, w49 = auy41 + bu,. Soit A le

discriminant de (E,) : 72 — ar — b.

neN

e Si A >0, alors en notant r, et o les deux racines de (E.),
I\, pu) €R? Vn €N, Up = ATT + pry.
o Si A =0, alors en notant r¢ l'unique racine de (E.),
J(\,p) €R?, Vn €N, Up = (A4pn) rg.
« Si A <0, alors en notant 71 = 7¢'? et ro = re % les deux racines complexes de (E,),

I\, pu) €R? Vn €N, Up = 1" (Acos (n ) + psin (n0)).

2. Déterminer la dimension de E = {M € .#> (R) | Tr (M) =0}.

Solution. On a les égalités suivantes entre espaces vectoriels :

2= {(t D etom|orano}
{0 %) |enoem)
:Vect(((l) Bl>’ (8 (1)> <(1) 8))'
=%BE

Montrons que Zg est libre. Soient (a, b, c) € R3 tel que

1 0 01 00
“(o 71)+b<0 0)”(1 0)‘02'

Alors,

a=0
a b b=0 L . , .
¢ a =0y = 0 par unicité des coefficients d’une matrice
_ =
—a =0
& a=b=c=0.

Donc &g est libre. Par ce qui précede A est génératrice de E. Donc A est une base de E. Conclusion,

| dim (E) = Card (%) = 3.|

14




1P
g
Rk w Mathématiques PTSI, Int22 Cor 2023-2024
3. Soit A = (? (1)) et F={M € 4 (R)| AM = MA}. Déterminer un supplémentaire de F' dans .#5 (R).
Solution. Soit M = (i Z) € > (R). On a les équivalences suivantes :

MeF & AM = MA

Ainsi,
F = Vect (I3, A) .
——
=B
La famille £ engendre F'. De plus % est libre car composée de deux vecteurs non colinéaires. Donc Zp est

une base de F et dim (F) = Card (%) = 2. Posons #Bg = ((2 8) , <8 ?)) et G = Vect (Bg). Par définition

P engendre G et de plus B est libre car est composée de deux matrices non colinéaires. Donc % est une
base de G et donc dim (G) = Card (%¢) = 2. On a donc
dim (F) +dim (G) =2+ 2 =4 = dim (4 (R)) .

Méthode 1 : par le caractére libre. Soit 2 = (Br, Bc). Montrons que £ est libre. Soient (a, b, c¢,d) € R* tel que

10 0 1 0 0 0 0
a(p D)o (§ 5) e O ra() 9)=0n

Des lors,
a=20
b=0
& a=b=c=d=
b+¢c=0
a+d=0

Donc £ est libre. Donc par le théoréeme de la base adaptée, F & G.
Or dim (F) + dim (G) = dim (4> (R)). Donc

\F@G:///Q(R).\

Méthode 2 : par le rang. Soit B = (Br,Bc). Les opérations élémentaires ne modifient pas le rang. D’ott

m@=m((p 1).(7 o) 0)( 1)
1 0 0 1 0 0 0 0 Ci+ CL—Cy
:rg(<o o)’(o 0)’(1 o)’(@ 1)) Cy + Cy— (3
=18 (Bean) on reconnait la base canonique
= Card (Bean) = 4.

Donc rg (#) = 4 = Card (%) donc A est libre. De plus, rg (#) = dim (A5 (R)) donc & est génératrice. Donc
2 est une base de 5 (R). Conclusion, par le théoreme de la base adaptée,

\F@G://JQ(R).\
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4. Dans E = .7 (R,R) on considére la famille & = (fy : @ — cos (z + k%))

Solution. Pour tout x € R, on a

fi(x) = cos (m + g) = CoS (%) cos(x) — sin (%) sin(x)

f2(x) = cos (ac + g) = —sin(x)
f3(x) = cos (a: + %) = —g co
Ja(x) = cos (v + 7) = — cos(x)

Des lors,

ke[oA]” Calculer le rang de .#.

V2 V2

=5 cos(x) — > sin(x)

V2

s(x) — > sin(x)

2023-2024

_ Vi B B
F) =rg [ cos, — cos —— sin, — sin, — —— cos ——— sin, — cos
2 2 2 2
02 — 02 — §01 — ?Cz;
=rg(cos,0g, —sin,0g, 0F) C4<—C4+§Cl _ @CB
Cs <+ Cs +C4
= rg (cos, — sin)
= rg (cos, sin) Cy +— —Cs.

Or les fonctions cos et sin ne sont pas colinéaires donc (cos, sin) est libre. Conclusion,

5. Montrer que F = {(w,y,z) €R3

mentaires dans R3.

rg (F) =2.

r—2y+32=0
rT—y+2=0

Solution. Soit u = (x,y,z) € R%. On a les équivalences suivantes :

Donc

-2 32=0
ueF =3 {m Ytz

r—y+2z2=0

-9 -

- T y+32=0 Ly« Ly— L,
y—22=0
r=2y—3z=42—-32==z

<~
Yy =2z

u=(z,2272).

F =Vect ((1,2,1)).
———

—Br

} et G = {(2,y,2) eR® |2 +2y+2=0} sont supplé-

La famille Zr engendre donc F et est libre car constituée d’'un seul vecteur non nul. Donc Zp est une base de

F.Dou

dim (F) = Card (%r) = 1.

De méme, soit u = (z,y, z) € R3. On a les équivalences suivantes :

uedG =

=

Donc

r+2y+2=0
z=—x—2y

G = Veet ((1,0,-1),(1,0,-2)).

=%Bqa

u = ($7y7_x_2y) :$(1,07—1)+y(1707—2)

La famille ¢ engendre donc G et est libre car constituée de deux vecteurs non colinéaires. Donc %¢ est une

base de G. D’ou

dim (G) = Card (%B¢) = 2.
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On observe donc bien que
dim (F) + dim (G) =1+ 2 = 3 = dim (R?) .

Méthode 1, par lintersection. Soit u = (z,y,2) € R3. On a les équivalences suivantes :

r—2y+32=0

ue FNG & r—y+2=0
r+2y+2=0
r—2y+32=0 I Lo L
_ 2 Lo — 1y
< y—22—0 L3<—L3—L1
4y —2z=10
r—2y+32=0
= y—22=0 L3« L3 —4L,
62=0
& r=y=2=0
= u = Ogs
Donc
FNG={0gs}.
Conclusion,

’ F et G sont supplémentaires dans R3. ‘

M¢éthode 2, par la somme. Par ce qui précede,

F+ G =Vect ((1,2,1)) + G = Vect ((1,0,-1), (1,0, —2))
= Vect ((1,2,1),(1,0,-1),(1,0,-2)).

Or les opérations élémentaires ne modifient pas I'espace engendré,

_ CQ — 02 — Cl
F+ G =Vect((1,2,1),(0,-2,-2),(0,—-2,-3)) Cy e Cy — O

= Vect ((17271)3(0772772)7(070771)) CS — C13 _02

- CQ — _%CQ

= Vect ((1,2,1),(0,1,1),(0,0,1)) Cy e —C

— Cl — Cl — Cg

_VeCt ((17270)a(07170)7(03071)) 02 (_02_03

= Vect ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) Cy + Cy — 20,

=R? car on reconnait la base canonique de R?.

Conclusion,

’ F et G sont supplémentaires dans R3. ‘

Méthode 3, par le théoréme de la base adaptée. Soit B = (Br, Ba).

¢ On montre que & est libre par la définition. On en déduit par le théoréeme de la base adaptée que F & G

puis par dim (F) = dim (G) = dim (R?*) que F & G = R?.

+ On montre que # est libre par la définition. Or Card (%) = dim (R?*). Donc 2 base de R? et on conclut

par le théoreme de la base adaptée que F @ G = R3.

o On montre que rg (%) = 3 par opérations élémentaires. On en déduit que Card (#) = rg (%) et on retrouve
que Z est libre puis on peut ajouter que rg (%) = dim (R?’) donc 2 est génératrice de R? et on conclut

que % est une base, par le théoréme de la base adaptée F @ G = R3.



