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1. (a)

2. Soit f: {R

Correction de l’interrogation 03
Bijections

Enoncer le théoréme de la bijection (version 2).
Solution. Soit I un intervalle de R et f € .% (I,R). Si
e f est continue sur I,

o et strictement monotone sur I,

alors f définit une bijection de I dans J = f (I). De plus sa réciproque f~! est une bijection de J dans I,

continue et strictement monotone sur J (de méme monotonie que f).
Enoncer le théoreme de dérivabilité de la fonction réciproque.
Solution. Soient I un intervalle de R, f € .# (I,R). Si

o f est dérivable sur I,

¢ strictement monotone sur I,

o etV el, fl(x) #0,

alors f~! existe, est dérivable sur J = f (I) et

Veeld « fla)= -

—R
T &—>ln(x2—|—2x+3)

surjective et/ou bijective.
Solution. Soit x € R. On a

f(z) existe = z? + 22 +3>0.

. Déterminer f ([—2; 2]) et f< ([—In(3); In(3)]). Puis préciser si f est injective,

Soit A le discriminant associé, A = 4 —4 x 3 < 0. Donc pour tout z € R, 22 4 22 + 3 > 0. Ainsi, la fonction f
est définie et dérivable sur R. De plus pour tout z € R,

22+2 2(x41)
22420 +3 2242243

f'(zx) =

Puisque pour tout = € R, 22 + 2z + 3 > 0, on en déduit que pour z € R,

f(x) =0 YEN z+1>0 YEN x> —1.

On en déduit donc le tableau de variation suivant

De plus f(—1) =In(1 — 2+ 3) = In(2). Puis

lim f(z) = +oo,

Tr—+00

et pour tout z < 0,

Donc

3

f(:z:):ln(x2+2:c+3):ln(xz(l+§+ﬁ)).

lim f(x)=+o0.

r—r—00

On obtient donc le tableau suivant :

1/
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x —o0 -1 +oo
+oo +00
! \ In(2) /

De plus, f(—=2) =In(4—443) =In(3) et f(2) =In(4+ 4+ 3) = In(11). D’autre part, pour x € R,

f(z) =1n(3) & In (2% +2X +3) =In(3)
& 2 +2r+3=3 par injectivité de la fonction lograithme
& 2?2+ 20 =0
& x(r+2)=0
& z=0 OU z=—-2.
D’ot le tableau suivant
x —00 -2 -1 0 2 “+o0
+00 +00
/
¥ \ln(?)) 1n(3 /ln(ll)
T gy — O

On conclut que
f([=2:2]) = Im(2);In(11)] et f7 ([~ In(3);In(3)]) = [-2;0].

La fonction f n’est ni injective (In(3) admet deux antécédents —2 et 0) ni surjective (0 n’a aucun
antécédent) ni a fortiori bijective.

3. Montrer que f : x — 22 e2* définit une bijection de [0; +00[ dans un ensemble J & déterminer puis montrer que
f~1 est dérivable sur J \ {0} et établir une expression de (f’l)/ en fonction de f~1.
Solution. La fonction f est définie et méme dérivable sur R comme produit de fonctions qui le sont. De plus,

Vz € R, f'(x) = 22e*® 422 e*® = 22 (1 + z)e*® .

Donc pour tout x € |0;4o00[, f/(z) > 0. Ainsi, la fonction f est strictement croissante sur |0;+oo[. Or f est
continue en 0 donc f est strictement croissante sur [0; +o00[. Enfin, f(0) =0 et liI_~r_1 f(x) = 400. On a donc
T—r1+00
o [ est continue sur [0;4o00],
o f est strictement croissante sur [0; +00].
Donc par le théoreme de la bijection,

la fonction f définie une bijection de [0; 400 dans J = | f(0); lim f(x)| = [0;4o0].

r——+00

Posons J' = J\ {0} =]0; +o0[. Par ce qui préceéde,
o f est dérivable sur I’ = ]0; +o0],
o f est strictement croissante sur I,
e etVz el f'(x) =2z (x+1)e>® #£0.
Donc par le théoréme de la dérivée de la réciproque, f~1 est dérivable sur J' = ]0; +o0[ et

/ -1\/ _ 1 — 1
e U= p ) S i o e e
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A ; . 2+3a+1
4. Préciser le comportement asymptotique en +oo de f : z +— F—2F=.

Solution. Pour tout x > 5, on a

&  1+34+ 4

2 +3r+1 x21+%+ pes
f(x) = = — 5 =x 5
Des lors,
lim f(z) =+o0
Tr—+00
Puis, de méme, pour tout x > 5,
flo) _1+3+%
r 11— %
Donc
lim ﬂ =1
r—+oc0 I
Poursuivons, pour tout x > 5,
22 +3x+1 22 +3z+1—2+5z Sr+1 Srl+ g 1+ &
f(m)—xzi—x: = = — 5:8 5 *
T —5 T—5 T—5 z 1-2 1-=
Donc
xgrfoof(x) —z =28
Conclusion,

le graphe de f admet en 400 une asymptote d’équation y = x + 8.

- . 23
5. Comparer au voisinage de +oo les fonctions f : z +— 3HIn(VaE+1) o g:xT— %‘;5

Solution. Pour tout x > 2,

f@) SO S (Frne-n  —eyae () 0-3) 1@+ ) 0-3)

olw) ~ 5 w45 R 1+ 5 NG 1+ 5
Donc
lim 7f(x) = 0.
T—r+00 g(m)
Conclusion,
@), = o) & @) <)




