Mathématiques PTSI, Int9 Cor 2023-2024

Correction de l’interrogation 09
Calcul d’intégrales

1. (a) Enoncer la croissance de l'intégrale.
Solution. Soient (a,b) € R? a < b, et (f,g) € € ([a;b] ,R) telles que

Vtelasb],  f(t) <g(t).

/abf(t) dt < /abg(t) dt.

(b) Enoncer le théoréme d’intégration par parties.
Solution. Soient (a,b) € R? et u et v deux fonctions € sur [a;b]. Alors

Alors,

b B b
[ wouoa = o)z - [ uoa
(¢) Linéariser cos(a) cos(b), sin(a)sin(b), cos(a) sin(b).
Solution. Soit (a,b) € R?, on a

cos(a) cos(b) = cos (a4 b) + cos (a — b)

2
sin(a) sin(b) = cos (a — b) ; cos (a + b)
cos(a) sin(b) = sin (@ + b) ;r sin (b— a)

2. (a) Sans justification, ni d’étude de domaine de définition, donner l’ensemble des primitives de f : & —
i

z4/1—In2(22)

Solution. On a

1
S = {a: — §arcsin(2ln(x))—|—K ‘ K E]R}.

In(sin(x))
ztan(z) °

(b) Sans justification, ni d’étude de domaine de dérivabilité, calculer la dérivée de g : = —

Solution. On a pour tout = dans le domaine de dérivabilité de f :

(In (sin(z)))" z tan(z) — In (sin(z)) (z tan(z))’

Jw) = 22 tan?(x)
Z?;((;;xtan(x) — In (sin(2)) tan(z) — In (sin(2)) 50
- 22 tan?(x)
e In (sin(x)) 2223 —In (sin(z)) ﬁm
B 72 tan? ()
_ wcos?(z) — In (sin(z)) sin(z) cos(z) — x In (sin(x))
N 22 sin?(z) ’
Conclusion,
, xcos?(z) — In (sin(x)) sin(x x) — zIn (sin(x
po g Eeofle] TG s o) el ()

3. Justifier que f : z > 23 e admet des primitives sur R et les déterminer a l’aide d’une intégration par parties.
Solution. Par produit de fonctions continues sur R, f est continue sur R donc admet des primitives, dont I'une
est donnée d’apres le théoréme fondamental de I’analyse par

xr
F :I:»—>/ t?’etzdt.
0

1/
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Posons pour tout t € R,

Les fonctions u et v sont €' sur R et
vt e R {“'(t) = 2te’’

Des lors, par intégration par parties, pour = € R,

z 3 42 t2 2 = ® 2
Fla)= | t°e" dt=|—=e — [ te" dt
0 2 t=0 Jo

2qt=x
= %je“r2 —0— Gt}
2 t=0
x? 22 er " 1
= — @ _—— —_
2 2 2
1‘2—1 22
= e’ +-

Vérification : pour tout x € R, F'(z) = 27”” e’ +$2;1 x 2z 6% = (x + 23— x) e’ =23¢”” . OK!
sh(1)

0 V142
Solution. Pour tout t € R, 1+t2 > 1 > 0. Donc /1 + #2 existe et v/1 + 2 > 1 donc v/1 + 2 # 0. Donc t \/7

T+i2
est continue sur R donc sur [0;sh(1)]. Ainsi,

Posons t = sh(x). Si t = 0, alors # = 0 et si t = sh(1), alors z = 1. De plus sh est ¢! sur R donc sur [0;1] et
dt = ch(z) dx. Ainsi,

sh(1) 1 h
I= / f dt = __sh@) ch(z)dz
0

V1412 w/l—i—sh )2

dm car ch?(z) —sh?(z) =1

. Justifier que I = dt existe et calculer I & I'aide du changement de variable ¢ = sh(x).

/ \/ch2
! sh(zx) ch(ac)
ch(z)

dz car ch(z) >0

1
sh(z) dx

= [ch(@)]
=ch(l) -1

S~ s~

Conclusion,
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5. Soit A(z) = o(e”"—7)+o(ch (2?) + 32°). Simplifier A(z).
r—+00
Solution. On sait que 7 < e*. Donc

T—+00
T — T
o(e” =T7) T o(e").
22 a2
D’autre part, pour tout = € R, ch (2?) + 325 = & + S5— + 32 et
—x 5 ew2
< <L —.
2 z—o+oo z—+oo 2

Donc

Enfin, pour tout = > 0,

Comme —z% (1—1) — —oo, on en déduit par composition que
T/ z—+4oo

x

z—+oo et

2 . .
Donc e* <« €% . Ainsi
T ——00

Conclusion,




