Mathématiques PTSI, IntEnt10 Cor 2023-2024

Correction de l’interrogation 10
d’entrainement
Equations différentielles d’ordre 1

\. J

1. Restituer le cours.

1.1 Soient I un intervalle de R, a une fonction continue sur I, A une primitive de a sur I alors I’ensemble des
solutions de

(Eo) Veel, y(z)+a(z)y(x) =0
est donnée par
I —- R I —- R
Y():Vect< z — e*A(z) ) = { z N C’e*A(I) ’CER}

1.2 L’ensemble .# des solutions d’une équation homogene vérifie :
e La fonction nulle est dans .%
o« Pour tout (f,g) € .F¢ et tout (\, ) € K2, on a A f + ug € .

1.3 Soient I un intervalle de R, a et b deux fonctions continues sur I, y, une solution de
(E) veel,  y(2)+a@)y) = bx)
et . 'ensemble des solutions de
(Eo) Veel,  y'(z)+a(z)y(z)=0.
Alors, . I'ensemble des solutions de (E) est donné par
S =yp+ Lo ={yp+yo |y €A}
1.4 Soient I un intervalle, a, by et by trois fonctions continues sur I, y; une solution de
(Ev) veel,  y(x)+al@)y(x) =bi(z)

et yo une solution de
(E2) Veel, y(z)+a(@)y(z) = ba(x).

Alors, y; + y2 est une solution de

(E) Vo €I, y'(z) + a(x)y(z) = bi(x) + ba(x)

1.5 Soient I un intervalle, a et b deux fonctions continues sur I, ty € I et yg € K alors le probleme suivant
d’inconnue y une fonction dérivable sur I est un probleme de Cauchy

(P {Vt eI, y'(t) +a(t)y(t) = b(t)
Yy (to) = Yo

2. Déterminer les solutions d’une équation différentielle homogéne d’ordre 1.
2.1 Ona (E) & VteR, y'(t) — (5t* + 3t) y(t) = 6t donc 'équation homogene associée est

(Eo) :VteR, y'(t) — (5t* + 3t) y(t) = 0.

La fonction ¢t — — (5752 + 3t) est continue sur R et donc admet des primitives sur R dont I'une est donnée
par t — —gtg’ — %tQ. Par conséquent,

R — R R —- R
5”0:Vect( t — e§t3+%t2):{ t — C

2 ‘CER}
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2.2

2.3

2.4

2.5

2.6

L’équation homogéne associée & (E) est (Ep) : Vs € R, ch*(s)y(s) + sh(s)y(s) = 0. De plus pour tout
s € R, ch(s) > 0 donc
h
(B) &  VseR y(s)+ oy =0
ch®(s)

La fonction s +— C%% est continue sur R donc admet des primitives sur R dont 'une est donnée par

1 .
R IOk Conclusion,

R — R R — R
YoVect< ){ ‘C’GR}.

1 1
S > e3chi(s) s = (e3cnd(s)

Pour tout u € R, u? +7>7 > 0. Donc (E) & Yu € R, y/(u) + ug—:‘qy(u) = %—4—7 et ’équation homogene
associée est 5
u

(EO) :Yu € R, y’(u) + my

(u) =0.

La fonction u — u§i7 est continue sur R donc admet des primitives sur R dont 'une est donnée par
3 2 _ 3 2 —2mn(u?+7) _ 1 :
u+ 51n (|u + 7|) =35ln (u + 7). Or pour tout u € R, e™ 2 ( ) = @ Conclusion,
S — Vect R — R R —- R CeR
= Vec 1 = c € .

’ U G U G
Soit z € R.Onav1—22>0 &z e€]-1;1 Donc (F) & Vre|-1;1] ¢/ (z) — \/117731(3;) = \/137 et
I’équation homogene associée est

, 1
(Eo) : Vo e ]-1;1[ y'(z) - y(z) = 0.

V1—a?

\/1%7 est continue sur 'intervalle |—1;1[ donc admet des primitives sur |—1; 1] dont

I'une est donnée par z — — arcsin(z). Conclusion,

La fonction x — —

;1] — R (I)):{]—l;lx[ — R

_ -1 |
yo = Vect < T earcsin — Cearcsin(z) C eR¢.

Soit ke Net I, = |-% + km; 5 + kr[. On a sur Iy, (E) < Vr € I, y/(r) + tan(r)y(r) = 0. On note que
(E) est homogene. La fonction tan est continue sur l'intervalle I}, donc admet des primitives sur I dont
I'une est donnée par r — — In (|cos(r)|).Conclusion,

o = Vect < r o~ Jeos(r)| /U z — Clcos(r)] CeRy.
La fonction cos est de signe constant sur I donc, quitte a changer C' en —C),
o = Vect < r — cos(r) / x +—  Ccos(r) CeRy.

2 3 2
Pour tout a > 0, a®+3a®+7a+8 > 8 > 0. Donc (E) < Va € Ry, y’(a)—l—%y(@ = %
et I’équation homogene associée est

302 +6a+7
@ +3a2+7a+87

(Eo) :Va e Ry, y'(a) + (a) = 0.

: 3a®+6a+7 : ’ sl )
La fonction a — 52575727 est continue sur I'intervalle R} donc admet des primitives sur Ry dont I'une

est donnée par a — In (’a3 +3a® + Ta + 8|) =In (a3 +3a® + Ta + 8). Conclusion,

Y():Vect(RJr - R >:{R+ — R

1
a3+3a2+T7a+8 a3+3a2+7a+8

2/t
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. / 1 _ In(t) 92 .
2.7 Pour tout ¢ > 1, on a t\/In(t) > 0, donc (E) < Vit € ]1;+00], ¥'(t)+ tmy(t) =T /me et I’équation

(Eo) : ¥t € J1;+00[, o/(t) + tlln(t)y(w —0

homogene associée est

La fonction ¢ +— \/11/% est continue sur lintervalle ]1;+oo[ donc admet des primitives sur |1; +oo[ dont
n

l'une est donnée par t — 24/In(t). Conclusion,

o 1,400 — R ~f Ji+oo[ = R CeRr
o = Vect PN e_2\/m = PN 8_2\/m € .

28 Ona (E) & Vs e R, (14 cos?(s))y'(s) +sin(s)y(s) = 0. On a pour tout s € R, 1+ cos?(s) > 1 > 0.
Donc

sin(s)

/ S A—
(E) & VseR, y(s)+ T+ co2(s)?

(s) =0.

On note que (F) est homogene. La fonction s — H_%S)(g) est continue sur R donc admet des primitives

sur R dont I'une est donnée par s — — arctan (cos(s)). Conclusion,

yO:Vcct(R%R >:{R—>R

s  earctan(cos(s)) s > earctan(cos(s))

ocn).

2.9 Pour tout v € |]—1;1[, on a V1 —u? > 0. Donc (FE) < Vu € |-1;1] v'(u) + a%)y(u) = a%) et
I’équation homogene associée est

arcsin(u)

V1—u?
arcsin(u)

La fonction u +— ~/=. est continue sur I'intervalle ]—1; 1] donc admet des primitives sur |—1;1[ dont

I'une est donnée par u +— %arcsin2 (u). Conclusion,

-1 —» R -1 - R
S = Vect arcsin? (u) = arcsin? (u) CeR ;.
U e 2 u +— Ce = =z

2.10 L’équation homogene associée est (Ey) : Vo € R y/ () + e+ y(z) = 0. La fonction z — et = e% e est
continue sur R donc admet des primitives sur R dont 'une est donnée par x — €°". Conclusion,

R —- R R —- R
:5’0:Vect< _ew>:{ e ‘CGR}.
r — e ¢ r — Ce™°

Voici juste les conclusions des derniéres questions :
2.9 Pour I = [1/2;4+o00[ ou I = ]—o00; —1/2],

I —- R I - R
S = Vect %(47,2_1)3/2 = 2(4T2_1)3/2 CeR ;.

(Eo) :Vue|-1;1] ¢/ (u) + y(u) = 0.

ro— e r — Ce’3
R —- R
a

R — R
2.10 yO = Vect ( e—3arctan(3a) ) - { a — (Ce 3 arctan(3a) ' Ce R}
I - R I - R
2.11 PourIf]O,l[oqu]l,Jroo[,Ygf\/ect( 0 > (o) )7{ 0 > Cln(0) ’C’ER}.
R —- R R —- R
2.12 yo == VeCt arctan(t3) == arctan(t3) C S R .
t — e~ 3 t —» Ce 3
R* — R RY — R
2.13 yo = Vect ( :; N arctan(In(s)) ) = { —; — Ce™ arctan(In(s)) ‘ Ce R}
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Ry — R R — R
2.14 yOZVeCt 23 3u = 2v3 V3u CeRy.
u +— e s ¢ u — Ce 73 °
R* — R RY — R
—_ + _ +
2.15 S = Vect ( s = e arctan(In(s)) ) - { s = (Ce~ arctan(In(s)) ‘ Ce R} :
RY — R RY — R
2.16 %y = Vect _2 VA | = _2 viw |CER,.
u e V3 u — Ce V3

3. Savoir appliquer la méthode de variation de la constante.

3.1 Les fonctions a : © — 1322 et b:x— v1— a2 sont continues sur I =]—1; 1], donc

‘ (E) admet des solutions sur T . ‘

Soient A une fonction dérivable sur I et pour tout x € I, y(z) = A(x)yo(z). La fonction y est dérivable sur
I et on a les équivalences suivantes :

y solution de (E)

2x
o rel, N@ole) + A@h) oy Me)yo(e) = V102
=0
& Veel, N@)yolx)=+1-— 22 car yo solution de I’équation homogene
V1— 122 1
1 _ 22 :m car yo(z) # 0
& IC eR, VeI, A(z)=arcsin(z)+C

& ICeR, Ve el, y(x)=Az)yo(z) = (arcsin(z) + C) (1 — x2) .

& Veel, N(z)=

Conclusion, I'ensemble des solutions de (E) est donné par

-L1[ =R ‘
5”:{ ) ) CER}.
x — (arcsin(z) + C) (1 — 2?)

3.2 Les fonctions a : @ +— 57 et b: x> 1 4 In(z) sont continues sur I = R, donc

‘ (E) admet des solutions sur I . ‘

Soient A une fonction dérivable sur I et pour tout = € I, y(x) = A(x)yo(z). La fonction y est dérivable sur
I et on a les équivalences suivantes :

y solution de (FE)

1
r+1
=0
& vz el, N(z)yo(z) =1+ In(x) car yo solution de ’équation homogene
= veel, N()=(x+1)(1+In(z)) =2+ 1+zln(z)+ In(x) car yo(z) # 0.

& Veel, N(@yo(@)+M@)yo(e) +

A()yo(x) = 1+ In(z)

La fonction x — zIn(z) est continue sur I donc admet des primitives sur I. Soit « € I et

Posons

Les fonctions u et v sont € sur I et
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Donc par intégration par parties,

t2 = 21 22 In(x) B {tQT_w _ 2?ln(z)  a?
t=1

On a ainsi,

x? 2?In(z) 22

?erJr 5 fZJr:cln(x)forC
x x

+ (5 + 1) zln(z) +C

2 4 (2 +1)al
&  3CeR Vel y(x) =Azx)yolz) = 4+(2+x1;x111(x)+c_

y solution de (F) & AC eR, Ve el, Azx)=

[\v]

& AC eR, Vx eI, )\(x):z

Conclusion, l'ensemble des solutions de (E) est donné par

R =R
S = L Et G Hen@)+C CeR
z+1

3.3 Les fonctions a : © — —2 et b : 2 — cos(z) sont continues sur R, donc

‘ (E) admet des solutions sur I . ‘

Soient A une fonction dérivable sur I et pour tout x € I, y(x) = M(x)yo(x). La fonction y est dérivable sur
I et on a les équivalences suivantes :

y solution de (FE)
& VzeR, N(@yo(@)+ Ma)yo(r) — 2M(@)yo(w) = cos(x)

=0

& vz e R, XN(z)yo(z) = cos(z) car yo solution de I’équation homogene
= Ve e R, N(z)=cos(z)e ** car yo(z) # 0.

—2% est continue sur R et admet donc des primitives sur R. Soit z € R et

F(z) = /Ow cos(t) e 2! dt.

La fonction x +— cos(z) e

4+1
—2 (e7?* cos(x) — 1) + e " sin(x)
5)
2% (sin(z) — 2cos(z)) 2
5 *5

—(2+1) (e7** cos(z) +ie ** sin(x) — 1) )

e

Par conséquent,
y solution de (E) & ACeR, Ve el, Az)= %e*% (sin(z) — 2cos(x)) + C
1
& AC eR, Ve el, y(z)=Az)yo(z)= £ (sin(z) — 2 cos(x)) + Ce** .

Conclusion, l'ensemble des solutions de (F) est donné par

RY — R
S = sin(x) — 2 cos(z) O o2 CeR

T —— e
5 +

513
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3.4 Les fonctions a : x — ﬁ et b:x— (r+ 1)arctan(x) sont continues sur I = R%, donc

‘ (E) admet des solutions sur I . ‘

Soient A une fonction dérivable sur I et pour tout x € I, y(x) = M(x)yo(x). La fonction y est dérivable sur
I et on a les équivalences suivantes :

y solution de (FE)

1
& Ve eI, N(z)yo(z)+ MNz)yi(z) + ————= A(@)yo(z) = (z + 1) arctan(x)
z(x+1)
=0
& Ve eI, XN(z)yo(z) = (z + 1) arctan(zx) car yo solution de I’équation homogene

& Ve el, XN(z)=(x+1)arctan(z) z 1= x arctan(x) car yo(x) # 0.
x

La fonction = — z arctan(z) est continue sur R et admet donc des primitives sur R et donc sur I. Soient
reRet

T
F(x) :/ tarctan(t) dt.
0
Posons )
t
ut) =5

vVt € R, {v(t) = arctan(t).

Les fonctions u et v sont € sur R et

Donc par intégration par parties,

2 t=x T 42 72 1 [* 1
P = [Gacton)] | [ G Gactone) 5 1 g
x? 1 t=x
= > arctan(z) — 3 [t — arctan(t)]tzo

2

— t
= % arctan(z) — @ = arctan(z)

2
Par conséquent,
y solution de (E)
& 3C e R, Vx € 1, )\(x):xQ;—larctan(x)—g—&—C’
& AC eR, Ve el, y(z)=Ax)y(x)= %f—marctan(a@) - x—2i—1 +ot : 1.
Conclusion, l'ensemble des solutions de (E) est donné par
R =R
7= x»—>—(m2+12)x(x+1)arctan(m)—x—gl—&-C’xl_l cer

3.5 Les fonctions a : z — 1_%1 et b : & — sin(x) sont continues sur I =]1; +oo[, donc

‘ (E) admet des solutions sur T . ‘
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Soient A une fonction dérivable sur I et pour tout = € I, y(z) = A(x)yo(z). La fonction y est dérivable sur
I et on a les équivalences suivantes :

y solution de (E)

& Voel, N(@yo(r)+A@)yo(e) +

T3 2 (@vo() = sin(z)

& vz eI, N(z)yo(z) = sin(z) car yp solution de I’équation homogene
& Ve el, XN(z)=sin(z)(1+z) car yo(x) # 0.

>

La fonction z — sin(x) (1 4 x) est continue sur R et admet donc des primitives sur R et donc sur I. Soient

reRet .
Fz) = /0 sin(t) (1 + ) dt.
Posons
wen [z o

Les fonctions u et v sont €' sur R et

u'(t) = sin(t)
vt € R, {v’(t) .

Donc par intégration par parties,
Flz)=[-(1+1) cos(t)]izg + / cos(t)dt =1 — (1 + x) cos(x) + sin(z).
0

Par conséquent,

y solution de (FE) & AC eR, Ve eI, A(z)=sin(z)— (1+z)cos(z)+C
sin(z) — (1 4+ x) cos(z) + C

&  3CeR, Vrel, y(x)=Mz)yp()= 11z

Conclusion, l'ensemble des solutions de (F) est donné par

RY =R
S = i - CeR
. sin(z) — (1 4+ ) cos(z) + C
1+
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4. Savoir intégrer ’inverse d’un trinéme.

4.1

4.2

Soit A le discriminant de 22 — 7z + 10. On a A = 49 — 40 = 9 > 0. Donc les racines associées sont ; =

=3 =2 et 29 = T3 = 5. Donc la fonction f : z + est définie sur |—oo; 2[U]2; 5[U]5; +oo].

1
2 2 3(x2—Tx+10)

Donc f est définie et méme continue sur I = R* C |—o0; 2[. Dés lors, ‘f admet des primitives sur R*

De plus, pour tout x € I,

1 1
1@ =3 x o=@
Par le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe (a,b) € R? tel que
a b
V. R\A{2;5 =
reR\ {25}, fl)= s+
Meéthode 1. On a 1 1
TH#2 TH#2
De méme,
b=lim (r—5) f(r) = 75 = 2
= lim (z — )= —-7-=—.
izs 3(z—2) 9
Par conséquent,
1/9 1/9
Ve el = — .
vel, J@ =257

Méthode 2. On a pour tout € R\ {2;5},

(a+b)x — (5a + 2b)
(z—2)(z—-5)

fz) =

Or on note qu’il suffit de vérifier le systéme suivant pour que la derniére assertion soit vraie :

a+b=0 N b=—a - :%
— (5a +2b) = % Sa—2a=3a=—% a=—3.

On retrouve que

1/9 1/9
Veel = — .
vel, fl=) r—5 x—2
Donc une primitive de f est donnée par
1 1 1 1
Ve eI, F(a:):§ln(|x—5|)—§ln(|x—1\):§ln(5—x)—§ln(1—x) car z > 0.

Conclusion, I’ensemble des primitives de f sur I = R* est donné par

R* - R
S = 1 - CeR
T+ —In (5 x) +C
9 —x
La fonction f est continue sur I =]—2; +o0[ donc ‘ admet des primitives sur I | En effectuant la division

euclidienne de X3 par X + 2, on note que
X?=(X+2)(X*-2X +4) -8.

Dot

2) (2% -2 4) -8

D) s, 8
z+2 T+ 2

Conclusion, I’ensemble des primitives de f est donné par

Ve eR, f(z)=

|-2; 4o0[ = R

S = 23 CeR
xﬁg—x2+4x—81n(x+2)+0

813
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4.3 Soit A le discriminant de 2% 4+ = + 4. Calculons A = 1 — 16 < 0. Donc la fonction f est définie et méme
continue sur R et ‘ admet des primitives sur R |. De plus, pour tout = € R,

(@) x+2 1 2x+1 +3 1
xr) = = — —
24+x+4 2224x+4 2224 zx+4
1 2z+1 +3 1
222 +x+4 2(x+%)2+%
1 2x+1 3 4 1
TSP rrd 2% T5 3

Par conséquent, une primitive de f est donnée pour tout = € R,

F(z) = %ln (|=* + o +4|) + % X \/21>5arc an <2f/;;51)

Conclusion, I’ensemble des primitives de f est donné par

R—-R
S = 1 15 22+ 1 CeR
— —In (2?2 +z+4) + arcta < ) C
s 2H(I X ) 5 I 11 \/ﬁ

4.4 Pour tout z > 0, on a 2% 4+ 322+ 22 > 0+3 x 04+ 2 x 0 = 0. Donc la fonction f est continue sur I = R%

et |admet donc des primitives sur [ ‘ De plus, on a

1 1
Veel, f(x)= 7 (22 + 37+ 2) :x($+1)(5“+2).

Par le théoréme de décomposition en éléments simples, il existe (a,b,c) € R3 tel que

b c

a
Vr e R\ {-2;-1;0}, f(x)z;+$+1+x+2

Méthode 1. On a

1 1
a=limzf(z)=lim —m— = —
=20 s (z+1)(z+2) 2
De méme,
. . 1
b=tim, (@+1)fl@) = lm —rmy =L
r#—1 z#£—1
Enfin,
= li 2 = li L1
¢= dim, @+2)f(x) = lim, Zommy = 5

TH#£—2 T#£—2

Par conséquent,
_1/2 1 n 1/2

veel, f(z) x x+1 x+2

Méthode 2. On a les équivalences suivantes :
a(m2+3$+2) +b(sc2—|—2x) +C(x2+:c)
z(x+1)(z+2)
(a+b+c)x®>+ (3a+2b+c)z +2a
x(x+1)(z+2)

Or on note qu’il suffit de vérifier le systeme suivant pour que la derniere assertion soit vraie :

Veel, f(zx)=

& Veel, f(zx)=

at+btc=0 bte=—1 btc=-—1

3a+2b4+c=0 & 2b+c:f% & b=-1
2a =1 a:% a:% Lo+ Ly — L
c——%—bz—%—kl:%

& b=—

a=1
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4.5

Ainsi, on retrouve que
_1/2 1 1/2

Veel, f(z) x c+1 x+2

Donc une primitive de f est donnée par
1 1 1 1
Veel, F(x)= iln(m)—ln(\x—l—1|)+§ln(|m+2|) = 51n(x)—111(x+1)+§1n(x+2) car x > 0.

Donc I'ensemble des primitives de f sur / = R’ est donné par

R} =R

S = CeR

1 1
aﬁH§ln(x)—ln(m+1)+§ln(m+2)+0

Soit A le discriminant de 22 — 2z +4. On a A = 4 — 16 < 0. Donc la fonction f : x ‘%;}% est

définie et méme continue sur R et donc ‘ admet des primitives sur R ‘ Commencons par effectuer la division
euclidienne de 6X2 — 11X 4 24 par X2 —2X +4. On a

6X>—11X +24=6(X*>-2X +4) + X.

Donc
6(2>—22+4)+z 6 z r
R — py —_—— = a7’/ 9 a_ . aNc
Vz € R, f(x) 2($2—2$+4) 2+2($2—2$+4) 3+2(q;2—2$+4)

On note que u : x > 22% — 4z + 4 est dérivable sur R et v/ :  — 4z — 4. Or z = % (42 — 4) + 1. Ainsi,

1/ (x) 1
Vr € R, =3+ - .
. /(@) + 4 u(x) + 2(x2 —2x+4)
Posons pour tout x € R, g(z) = m Alors, pour tout = € R,
1 1 1 1 1 1
g(x)zﬁx(x71)271+4:5X(x71)2+3:5X 1)
1+ (23)

Par conséquent une primitive de g est donnée par

Ve eR, G(x)= % x v/ 3arctan <x\/§1) .

Donc une primitive de f est donnée par

Ve eR, F(x)=3z+ iln (lu(z)]) + ? arctan (x\;gl) .

Conclusion, I’ensemble des primitives de f est donné par

R—-R

S = —-1 CeR
i )+c

1
x|—>3x+4ln(2x2—4x+4)+?arctan(\/g

5. Savoir faire un changement de variable.

5.1

La fonction t +— sin(t) cos®(t) est continue sur R et donc sur [0; 5]. Donc . Posons u = cos(t).
t 5 cos(t) est €' sur R et du = —sin(t) dt. Par conséquent,
z 0 1 ub u=1 1
I:/ sin(t) cos® (t) dt:/ u® (—1)du:/ u® du = {—} =—.
0 1 0 6l,—0 6
Conclusion,
1
I=-.
6
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5.2 Pour tout x € [—~1; 1], 22 < 1 et donc 1 — x2. Donc la fonction f : z +— 22V/1 — 22 est définie et méme
continue sur [—1; 1]. Soient x € [—1; 1] et

<F(x)Jémt2\/1t2dt

Posons t = cos(u) i.e. u = arccos(t). La fonction u +— cos(u) est ¢! sur R et dt = —sin(u) du. Ainsi,
T arccos(x)
F(z) = / t2y/1 —t2dt = / cos?(u)y/1 — cos?(u) (—sin(u)) du
0 3
z
= / cos? (u)y/sin? () sin(u) du
arccos(x)
3
= / cos? (u) sin? (u) du car sin(u) > 0 pour u € [0; 7]
arccos(x)

[N

1 2
/ (f sin (Qu)) du
arccos(z) 2

E 11 — cos (4u)
- A
/arccos(rc) 4 2 B

Il
—
|

|

o))
=
=}
—
=~
N
=
[
|
¥

u=arccos(x)

_m sin(2m) arccos(xz) = sin(4arccos(z))
16 32 8 32
7w arccos(z)  2sin(2arccos(z)) cos (2arccos(z))
16 8 32
_m  arccos(z) | 4sin (arccos(x)) cos (arccos(x)) (2 cos® (arccos(x)) — 1)
16 8 32
_m  arccos() N V1—a2z (227 - 1)
16 8 8

L’ensemble des primitives de f sur [—1; 1] est donc donné par

[-1;1] =R

S = T+ 2V1 — 22 (222 — 1) & — 2arccos(z) CeR
x — 3 +C

5.3 La fonction t — arctan 1(15) (14 7) est continue sur RY et donc notamment sur [4; 2] et donc .
)

2
De plus en posant v = +, et donc t = 1. La fonction u — * est €' sur R? et dt = —i—?j on a

1
u u

2 1 3 1 —1
I= /é arctan (t) <1 + t—2> dt = /2 arctan <E> (14 u?) ﬁdu
2
m 1
/ (5 — arctan (u)) (E + 1) du car u >0

1
2

2
s 1
:g/lﬁ—Fldu—I
2
s 1

2 uel
2
T 1 1
=—|-24+-4+=--2)-1
2( +2+2 )
3
=— -1
2
Donc 21 = 37” Conclusion,
3T
I=—.
4
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5.4 La fonction f : z — % est continue sur R donc ‘ admet des primitives sur R |. Posons x € R et

T th

En effectuant le changement de variable u = ef

ie. t = In(u). La fonction u — In(u) est €' sur RY et
dt = dT“, on a

e’ 1
:/ 1-— du
1 U+1

= [u—In(ju+1)],2y
=e¢"—In(e”+1)—1+1n(2).

Conclusion, ’ensemble des primitives de f est

R—R
S = CeR ;.
x> e —In(e"+1)+C

5.5 Pour tout z € [0; %], cos(z) > 0 et donc 1+ cos(z) > 1 > 0. Donc & m
continue sur [0; %] Donc . Posons t = tan (%) alors x = 2arctan (¢). La fonction ¢ — 2arctan(t)

est définie et méme

est €1 sur R et do = 14-% dt et par les formules de 'angle moitié, cos(z) = }_‘F—;z Par conséquent,
7 1 oo 2
I :/ ——dax = / — =z dt
o 1+ cos(x) 0o 1+ iz 1+t

! 2
/O 1+t241—1¢2

1
— [ rae-1
0

I =1.

Conclusion,

12/12]



