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Correction de l’interrogation 20
d’entrainement
Familles de vecteurs

\. J

1. Restituer le cours.

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

Soient E un espace vectoriel, n € N* et .£ = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit que
£ est libre si et seulement si

e Aucun des vecteurs de .Z n’est une combinaison linéaire des autres vecteurs de &

e i.e. pour tout (A\,...,\,) € K" on a
Auy+--+ A u, =0g = A==\, =0r.
Soient E un espace vectoriel, n € N* et £ = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit que

Z est liée si et seulement si
e L’un des vecteurs au moins de .Z est une combinaison linéaire des autres vecteurs de .
o ie. il existe (A\1,...,A,) € K"\ {(0,...,0)}, tel que

Arur + -+ Ay u, = 0p.

Soient E un espace vectoriel non nul et ¢4 une famille de vecteurs de E. On dit que ¢ est génératrice dans
E si et seulement si E = Vect (¥).

Soient F un espace vectoriel non nul, n € N*, # = (uq,...,u,) € E™ une famille de vecteurs de E. On dit
que £ est une base de F si et seulement si

o A est libre et génératrice dans F
o ie.
Vee E, 3 (A1,...,\n) €KY, T=MNUL+ -+ Xy Up.

Soient E un espace vectoriel, F' et G deux sous-espaces vectoriels de E, Zr une base de F' et B une base
de G. On pose B = Br U Bg. Alors,

o« FNG={0g} & P est libre.

e F4+G=F & A est génératrice dans E.

e F&G=F & 9 est une base de E.

Pour avoir avoir les coordonnées d’une/un g, il suffit (ou plutdt « il faut » cela ressemble plus & une
condition nécessaire que suffisante...) de demander & la fille ou au gargon si elle/il est libre, surtout si elle/il
est canon. C’est la base. Pour engendrer faut peut-étre attendre un peu...

2. Familles génératrices.

2.1

On a les égalités entre ensembles suivantes :

z—2z2=0

F={ (z,y,2,t) eER*| —3y+t=0

20 +9y — 2z -3t =0
xT=z

= (z,y,2,t) eR*| t=3y

2249y —22—-9y =0

={(z5,2,3y) eR*| (y,2) e R?}

1 0

0 1

= Vect 1l 1o

0 3
1 0

. . 0 1 " .
Conclusion, | la famille ¢4 = 11 1o est génératrice dans F' |

0 3

1/
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2.2

2.3

2.4

On considere ’équation différentielle homogene du second ordre a coefficients constants d’inconnue f deux
fois dérivable :
(E) f"+3f +5f=0
Soit
(E.) 2 +3r +5=0,
Péquation caractéristique associée. Son discriminant vaut A =9 — 20 = —11 < 0. Les racines de (E.) sont
donc 1 = ’?’%m et 1y = ’?’%"m Ainsi,
R—+R
F= sa Vi1 (A,B) e R?
T e T (Acos( 2x>—|—Bsin( >>
R—=R R—R
= Vect s <\/11x> o <\/11x>
T e 2 cos e 2 sin
2 2
R—R R—R
Conclusion, | la famille ¥4 = . (Mllx), _3e ( 135) est génératrice dans F'|.
T e 2 cos T e2 5
Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré. Donc
Vect (¢) = Vect (1,1 — X, X — X? X? — X?%)
= Vect (1, X, X — X? X* — X?) Cy + C1 — s
= Vect (1, X, X%, X? — X?) Cy + Cy — Cy
= Vect (1, X, X7, X?) Cy + C3—Cy
]

= Ry[X

)

car on reconnait alors la base canonique de R3[X] qui est bien génératrice dans R3[X]. Conclusion,

‘g est génératrice dans R3[X]. ‘

Montrons que F = Vect (¢). Soit f € F = Vect (cos? sin?), alors il existe (\,p) € R? tel que f =
A cos? +pusin?. Par linéarisation,

vz € R, f(x):/\(

1 2 1 —cos (2 -
S ) () < At At eon e,

2 2
Donc f € Vect (¥4) et ainsi F' C Vect (¢). Attention, cela ne suffit pas pour que ¢ soit génératrice dans F,
car il faut que ¢ soit une famille de vecteurs de F'. Exemple il serait inexact de dire que (1, X, X 2) est une
famille génératrice de Ry[X] car X2 ¢ R;[X].
Réciproquement si f € Vect (¢), alors il existe (A, ) € R? tel que
Va € R, f(@) = X+pcos (2x)
= A (cos?(z) + sin®(z)) + p (cos?(z) — sin?(z))
= (A pu) cos?(z) + (X —p) sin®(z).

Donc f € F et Vect (¢) C F. Conclusion, F' = Vect (¥4) et ’% est une famille génératrice de F' ‘
M¢éthode 2. Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré, on a donc

Vect (¢) = Vect (z — 1, x — cos(2z))

= Vect (cos® +sin®, cos® —sin®)

= Vect (cos +sin?, 2cos ) Cy+—Cy+C4
1

= Vect (cos + sin? COS2) Cy 56’2

= Vect (sln , COS ) Ci+Cy—Cy

= Vect ((3052, Sln2) Cq - Cs.

Conclusion, ‘ F =Vect (¥) et ¢ est génératrice dans F ‘

2/fi4
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2.5 Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré, on a donc les égalités suivantes :

-5 0 0 2 1 1 1 1
Vect(%)f\/ect((o O)’(l O)’(O 3),<0 0)) Ci + Oy
B 1 0\ (0 2 (1 1\ (1 1 .
‘VeCt((o 0)’(1 0)’(0 3><0 0)) G =56
- 1 0 0 2 0 1 0 1 03<—03—01
_Ve“((o 0>’<1 0>’<0 3)<0 0)) Cy e Cy— Cy
1 0 0 1 0 1 0 2
=veet (5 0)-(0 0)-(0 ) (1 3) Ca ¢ Cs
fVect((l 0) (0 1) (O 0) <0 O)) Cs <+ C3— Cy
o 0 0/’\0 0/°\0 3/’\1 O Cy +— Cy—20Cy
1 0 0 1 0 0 0 0
‘VeCt(<o 0)’(0 0)’<1 0>’<0 3)) Cs & Ca
B 1 0y (0 1) (0 0) (0 0 N
_Ve“((o 0>’<0 0>’<1 0)’(0 1)) Ca 3G
base canonique de .#3 (R)
Conclusion, ‘Vect (9) = M5 (R) et donc ¥ est génératrice dans 5 (R) ‘
3. Familles libres/liées.
3.1 Soit (A1, A2, A3, \4) € R%. On a les équivalences suivantes :
1 2 1 0
2 1 0 1
A L] 4+ X (2] + A3 [1] + X4 |0 =Opa
2 1 1 0
1 2 0 1
A2+ A3=0
2 1+ X+ X2 =0
= A1 +F2X 2+ A3 =0
2XA1+ X+ A3=0
M2+ =0
A F+2X+2A3=0
—3X 23+ X\ =0 Ly < Ly — 2L,
o 0=0 L3(*L37L1
B Ly<+ Ly —214
—3A2—=A3=0 Ls « Ly — Ly
— A3+ =0
AM+2X+A3=0
“3h— -
- 2—2X34+2 =0
—-3X—X3=0
— A3+ =0
A1+2X2+2A3=0
—3 Xy —2 =
- 2—2X3+X =0 Ls < Ly — Ly
As—As =0
— A3+ =0
AMF2X+A3=0
= —3X—2X3+ A4 =0 car Ly = —Ls
As—As =0
AM=—2X - Ag=20 -\ =2
o )\2:)\4732/\3:7%
As = M

3/
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En particulier (—1,—1,3,3) est une solution non nulle. Donc il existe (A1, A2, A3, As) € R*\ {Ora} tel que

1 2 1 0
2 1 0 1
A L] 4+ X |2] + A3 [1] + A4 [0] = Opa.
2 1 1 0
1 2 0 1

Conclusion, | .Z est liée|.

3.2 Soit (A1, A2, A3) € R3 tel que

1 -1 0 1 -1 0
)\1<0 0)4—)\2(71 0)+)\3(1 1)—02.

Alors,
AM—X3=0
A1 — A3 —)\1+)\2> —A1+X=0
=0 &
(—A2+A3 A3 2 — X4 A3=0
A3 =0
A= A3
AL = A2
<~
Ao = A3
A3 =0

=4 /\1:/\2:>\3:0.

Conclusion, | .Z est libre |.

p
3.3 Soient (A1,...,A,) € K? tel que Z A v; = 0p. Alors,

=1

p p i
OE = Z)\lv, = Z)\lZuJ
i=1 i=1 j=1

On reconnait une somme triangulaire. Ainsi,
P P P
Op= > Awj=) ujy A=) puj
1<5<i<p j=1  i=j j=1
ol pour tout j € [1;p], p; = >27_; Ai. Or la famille (u, ..., up) est libre. Donc
vie[Lipl,  p =0k

On obtient donc
n1 = )\1—|—)\2+"'—|—)\p =0

M2 = )\2++)\p =0

Hp = Ap =0
Le systeme est échelonné, avec un pivot a chaque ligne, il admet donc une unique solution :

A =Xy=-=X\,=0.

Conclusion, ‘la famille £ = (v1,...,v,) est libre ‘

3.4 Soient (A1, A2, A3, \1) € R* tel que

P=XMX(X—-1)2+X0X?(X —1)+ X3+ (X —1)% = 0g,x)-

4/id
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Alors,
P(l):/\3=OR et P(O)Z—)\4:0.
Donc
0=P=MXX-1)"+X0X2(X-1)=XX -1\ (X -1)+IX].
Ainsi

QZ)\l (X_1)+)\2X:0]R[X].

Donc Q(0) = — A\ = 0= Q(1) = A2. Finalement, \; = A2 = A3 = Ay = 0. Conclusion, .

3.5 Notons f1 : @+ |z|, fo: 2+ |z — 1] et f3: 2~ |z + 1|. Soient (A1, A2, A3) € R? tel que

AL fi+ A2 fa+ A3 f3 = 0z@R)-

Alors pour tout x € R,

En évaluant en 0, 1, et —1 respectivement, on obtient

Aa+A3=0 A3 = — Ao A3 =—X\o
A +2X3=0 & A1 —2X =0 & A1 —2X =0 L3+ L3+ Lo
A +2X =0 A +2X =0 2M =0
A3=0
& Ao=0
A =0

Conclusion, | .Z est libre |

3.6 Posons pour tout k € [0; 3], fx :  — sin (:c + k%) On a alors pour tout « € R,

fo(z) = sin (z)

T 2 2
fi(z) =sin (;1: + Z) = g sin (x) + % cos(x)
fa(x) = sin (a: + g) = cos(x)
f3(x) =sin (x + %T) = 72 cos(z) — g sin () .
On observe alors en particulier que
fi= gfo + gfz

Donc f; est une combinaison linéaire de fy et fy. Conclusion, | .Z est liée |

4. Coordonnées d’un vecteur.

4.1 La famille £ est libre et par définition elle engendre E donc £ est une base de E. Pour tout k € [1;5],
on pose fi : x — sin (kz) et fo : 2 — 1. On a donc B = (fo, f1, f2, [3, fa, [5). On a par la formule d’Euler,
celle de Moivre, celle de Newton et le triangle de Pascal pour les coefficients (ouf le beau monde invité
icil),

5

wer s =it = (T5)

1 eSifc -5 e4ix—im +10 eSiz—Qiz _1062ir—3im +5 eir—4im _ e—5ix

(20)* 2i
B 1 e5iz _ e—Siw -5 e3ix +5 e—3iw +10ezx —-10 e—im
16 2i
_ sin (52) — 5sin (3z) + 10sin(z)
- 16 '

Dot 10 5 1
f:0><f0+T6f1+0Xf2*1*6f3+0><f4+ﬁf5-

I
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4.2

Par conséquent, | f € Vect (%) = E et ses coordonnées dans la base % sont (0, %, 0, 715—6, 0, 1—16) )

Pour les curieux, montrons que % est libre. Soient (\;) icoi5] € RS tel que

Z Ai i = 07 (& R)-

=0

En particulier si z = 0, ;
Or = Zkz‘fz'(l") =X +0=Ao.
i=0
Donc
vz € R, A1 sin(z) + Ao sin(2z) + Az sin(3z) + Ay sin(4x) + A5 sin(5z) = 0. (1)
En prenant ' = x + 7, on obtient également

Vo € R, 0 = Ay sin(x + ) + A sin(2z + 27) + Az sin(3z + 37) + Ay sin(4z + 4m) + A5 sin(5z + 57)
= — Ay sin(z) + Ao sin(2z) — Az sin(3z) + Agsin(4x) — A5 sin(5z) (2)

En faisant (1)4+(2), on obtient
Vo € R, 2 g sin(2z) + 2 Ay sin(4x) =0
Donc pour z = 7, 2 y = 0i.e. A\p =0 puis x = 7, Ay = 0. Ainsi,
Vo € R, Arsin(x) + Az sin(3z) + A5 sin(5z) = 0.

Utilisons une autre technique pour varier un peu. On a alors au voisinage de 0 :

23 25 2,3 35,5 5243 555
0= o) e 3 o) e 5 )
SoM\ Tt g To () 4 s (3= = b o o (e) ) 4 A (Be - o+ op o (a)
3 5
T 3 3 T 5 5 5
:viO ()\1 +3)\3 +5/\5)$7 F ()\1 +3 /\34’5 )\5) + 120 (/\1 +3 )\3 +5 )\5) +0(I )

Par unicité du développement limité, on obtient

A1 +3A3+5 X5 =0
A1 +33 A3 +53 As =0
A1 +35 A3 +5° As =0

On échelonne le systéme et on obtient finalement que A\; = A3 = A5 = 0. Or nous avions aussi A\g = Ay =
Ay = 0. Conclusion, & est libre et ¢a nous fait plaisir.

La famille & est échelonnée en ses degrés donc ’ A est libre dans R, [X] ‘ et est donc une base de Vect (£).

Soit P € R, [X]. D’aprés la formule de Taylor pour les polynémes,

" p(k)
P:kzpk!(l)(X—l)k.
=0

Donc | P € Vect (#) | et ainsi R, [X] C Vect (#). Or Vect (B) C R, [X] et donc R, [X] = Vect (#). La

famille % est une base de R, [X]. De plus, toujours par la formule de Taylor, on conclut

P"(1 PM(1
les coordonnées de P dans % est (P(l),P'(l)7 2( ),..., '( ))
n!

Chanmé non ?
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4.3 Les vecteurs ey = | 3 | et e = |—1| ne sont pas colinéaires. Donc Z est libre et est donc une base de
-1 —2

Vect (#). Soit (A, i) € R2. On a les équivalences suivantes :

) 22 +u
u = Aej + pes & 0l =1]3A—u
-7 —A—2u
2A4+p =5
& 3A—pu=20
—A2u=-7
2 +p =5
& w=23A
—A2u=-7
2A4+3X=5
& w=3A
—A—6A=-7
{/\:1
=
p=3

On a bien une solution, donc u = e; + 3ez € Vect (#) et ses coordonnées dans la base % sont (1, 3).
4.4 Montrons que % est libre. Soit (a,b,c) € C3? tel que

1 -1 1
al|=1l+b| 1 |+c| i | =0cs.
) 1 -1
Alors,
a[-b.’-c a7b+C:0
—a+1ib+1ic| = 0cs & —a+ib+ic=0
ia+b—c ta+b—c=0
a—b+c=0 I Lo+ L
. . . 2 < Lo 1
& (t—1)b+(i+1)c=0 Ls < Ls—iL,
(I1+9)b+(-1—-4)ec=0
a—b+c=0
& (i—1)b+(i+1)c=0 Ly« Ly — 4t Ly
(-1—i- L (1 +i))e=0
Or
141 14+2e—1)(—-1—1 2i (1414
—l—z—_1++2i(1—|—i):—1—i—( Rl 2)( Z):—l—i+¥:—l—i+i—1:—27&0.

Donc en remontant le systéme, on obtient ¢ = 0 puis b = 0 et a = 0. D’ou & est libre. D’autre part, les



Mathématiques PTSI, IntEnt20 Cor 2023-2024

opérations élémentaires ne modifient pas le caractere générateur et on obtient

1 [—1 1
Vect (B) =Vect | | =1, ¢ |,]| ¢
i ] | ~1
(17 [ o 0
—Vect | |=1],i—1|,]i+1 g“;g?fgl
i | [14i] -1 A
(17 [o 0
= Vect =1, (2], i+1 Cy <+ Coy+Cs

= Vect 02 — %02 — 03

SN T N N N N N
o | =
o= o
|
T-Fo

0
Cl — 01 + 02
= Vect 0,1}, 0 .
_i_ -0- _7171 Cg(*Cg*(lﬁLZ)CQ
[17 [o] [o]
=Vect | 0], [1],]0 Cs + ——Cs
L¢] |0 [1]
[17 [o] [o]
=Vect| (0], [1], |0 Cy + C; —iCs
10] (0] [1}

=C? car on reconnait la base canonique de C3.

Donc % est génératrice dans C3. Or 4 est aussi libre. Conclusion,

‘%’ est une base de C3. ‘

Notons (e1, ez, e3) les trois vecteurs de %. Soient (a,b,c) € C3. On a les équivalences suivantes :

1474 a—b+c
u = aeq + bey + ces = 1—i| =|—a+bit+ci
) at+b—c
a—b+c=1+1
& —a+bi+ci=1—1
at+b—c=1
a—b+c=1+1 I Lot L
. N 2 < L2 1
& b(-14+d)+c(l+13) =2 Ly« Ly — il
b(l4+i)4+c(-1—-4)=1
a—b+c=1+4+1
a4 b(—14+id)+c(l+1i)=2 Ls < L3+ Lo
2ib =3
a—b+c=1+1
& b(—14+id)+c(l+1i)=2
h=-—3
2

On obtient alors
1 , 1 3 , 1 /1 3\ (1—d)(1—3)
- (2-b(—1 - (2 S ): (7_7):—
c=1 ;@) =5 25 ) ) = (5 5 4
94
1

—1

1
2
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et
14240 1414 3i+1+' 340
a= 7 —c= i——=+=-+i= .
2 2 2
On a donc
— 3+t
2,
u = aeq + bey + ces s b:—%
C——%—i.

Pensez a vérifiez vos calculs en calculant ae; + bes + ces.

Conclusion, | les coordonnées de u dans % sont (%, —%, —% — z) .

4.5 Montrons que % est libre. Soit (a,b,c,d) € R* tel que

11 0 1 00 11
“(0 0)+b(1 0)“(1 1>+d<1 2)_02'

On a alors
a+d=0
<a+d a+b+d> a+b+d=0
=09 =
b+c+d c+2d b+c+d=0

c+2d=0
a+d=0
b=0

<~ Lo+ Ly — 14
b+c+d=0
c+2d=0
a+d=0
b=0

<~
c+d=0
c+2d=0
a+d=0
b=0

& Ly« L,—L
c+d=0 4 : 8
d=0

= a=b=c=d=0.

Donc £ est libre.
D’autre part, les opérations élémentaires ne modifient pas l’espace engendré. Des lors,

Vect (%) = Vect ((é é) ) ((1) (1)) ) ((1) (1)> ’ G é))

—
—
o
—

_VeCt((o o)’(l 0)’(1 1)’(1 2)) CieCi=C
—veer (5 o) (5 5)-(0 9)-(6 9) G iy
—veer (5 o) (9 5)- (0 0)-(0 9) Cs = Cy =y
—veet (5 5)-(0 o)+ (3 0)-(0 1) Gy = Oy
=veer (5 0)-(0 0)-(F 0)- (0 1) €1 0=,
— s (R) car l'on reconnait la base canonique de . (R).

Donc Z est génératrice dans .#5 (R). Or £ est libre. Conclusion,

‘%’ est une base de .4 (R). ‘

/14



Mathématiques PTSI, IntEnt20 Cor 2023-2024

Notons (E1, Ez, E3, Ey) les quatre matrices de 4. Soient (a, b, c,d) € R*. On a les équivalences suivantes :

- 1 0\ [ a+d a+b+d)
J=aFE1 +bEs+ cE;+ dEy, A (0 —1>_(b+c+d c+2d

a+d=1
a+b+d=0
b+c+d=0
c+2d=-1

a+d=1

b=—1

=4 Lo+ Lo — 14
b+c+d=0

c+2d=-1

at+d=1
b=-1
c+d=1
c+2d=-1

at+d=1

b=-1

& Ly Ly— L
ctd—1 4 4 3

d= -2
a=3
b=-1
c=3
d= -2

Conclusion, |les coordonnées de J dans £ sont (3,—1,3,—2) ‘

5. Théoréme de la base adaptée.

5.1 On a les égalités suivantes :

F—{(w,y,z)ER cty—z —0
:{(x,y,z)€R3 RS zg} Ly« Ly + Ly
—{@yaew|? 25
y =

:{(z,O,z)GRB{ZGR}

1
= Vect 0

1

Posons e; = (1,0,1) et Br = (e1). Puisque ey # Ors, Br est libre et par ce qui précede génératrice de F.
Donc A est une base de F'. D’autre part,

G:{(x—&—y,x—i—%y)eﬂ@|(x,y)€R2}:Vect 1{, (1
0 1

1 1
Posons e; = |1], e3 = |1| et B = (e2,e3). Les vecteurs e et e3 ne sont pas colinéaires donc HBg est
0 1

libre et par ce qui précede génératrice dans G. Donc B¢ est une base de G.

10/14
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Posons maintenant 2 = %rU%q. Montrons que 4 est libre. Soit (a, b, c) € R? tel que aej +beg+cez = Ogs.

Des lors,
a+b+c=0 at+b+c=0
b+c=0 = b+c=0 L3+ L3 — 14
a+c=0 ~b+c=0
at+b+c=0
& b+c=0 L3 <+ L3+ Ly
2c=0
& a=b=c=0.

Donc £ est libre.
D’autre part, les opérations élémentaires ne modifient pas I'espace engendré. Ainsi,

1 1 1
Vect () = Vect | |0], [1], |1

11/ [0 1
(1] [0 0]

= Vect o],(11],]|1 gz < g2 B gl
1] -1 0) 3¢ L3 -0
[1] [o] [O]

= Vect 0],|1],]1 Cy > (5
1) [0 [—-1]
[1] [o] [O]

= Vect 0],]|1{, 10 Cg ~ Coy — Cg
1] 0] |1}
[1] [o] [O]

= Vect 0f,]|1],10 C1 + C,—C3
0] [0 |[1]

=R3 car on reconnait la base canonique de R3.

Donc % est génératrice. Or % est aussi libre et est donc une base de R3. Ainsi, on a % base de F, B¢
base de G et B = Br U B base de R3. Donc par le théoreme de la base adaptée on en déduit que

‘F et G sont supplémentaires dans F. ‘

5.2 On a les égalités suivantes :

F:{(gg)eﬂﬂm @mekﬂ
=veer (5 9)- (0 0))-

Posons #Br = ((é 8) , (8 é)) La famille Zr est libre en tant que sous-famille de la base canonique.

Elle est de plus génératrice dans F' et donc forme une base de F'.

D’autre part,

o 2

—b=0
€ 4> (R) Z+b720:0}

b=a }
20 —2c =10

a%m)@@ew}

o

S

I I
— =
/\/‘;/‘\
QL Q. QA

m

X

—

=

S~—

Q
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5.3

Posons B = (G é) , (8 (1))) La famille % est libre car les deux matrices ne sont pas colinéaires.

Elle est de plus génératrice dans G par ce qui précede et donc forme une base de G.
Enfin, on pose & = Br U Bg. Soit (a,b,c,d) € R?* tel que

10 01 11 00
a(o 0)“’(0 0)*0(1 0)”(0 1)202'

Des lors,
a+c=0
bt+e=0 & a=b=c=d=0
c=0
d=0

Donc £ est libre. De plus, les opérations élémentaires ne modifient pas 1’espace engendré. On a donc
1 0 0 1 1 1 0 0
Vect () = Vet ((o 0) ’ (0 o> ’ (1 0) : (0 1))
10 0 1 0 0 0 0
=ver (5 5).(6 o). (0 0).G 1)) Gt CGmCi-C

= M- (R) car on reconnait la base canonique de .#5 (R).

Donc Z# est génératrice dans .#5 (R). De plus # est libre. Donc # = B U B est une base de 45 (R),
PBr est une base de F' et B est une base de G. Donc par le théoréeme de la base adaptée, on en conclut
que

‘ F et G sont supplémentaires dans .#5 (R). ‘

Soit P = ag + a1 X + az X? € Ry[X]. On a les équivalences suivantes :
1 ay o ap 51t=1
PeF & /P(t)dt:() & [aotJr—t +—t} =0
0 2 3 t=0
ay as
& —+—==0
ap + 5 + 3
ag al
= - _ 2 _ =
WETE T
& P—a(X%J>+a(X—1>
- 3 ! 2

Par conséquent,
1 1
Fth(X%qu—f)

ec 3 5
Posons B = (X 2 %, X — %) La famille #r est libre car les deux polyndmes ne sont pas colinéaires.
Elle est de plus génératrice dans F' et forme donc une base de F.
Posons G = Vect (1). Alors B¢ = (1) est libre (car 1 # 0) et génératrice dans G donc forme une base de
G. Posons également B = %Br U Bg. Soient (a,b,c) € R3,

1 1
a(X2—§>+b(X—§>+c:OR2[X].

Alors, par unicité des coefficients d’un polynéme :

b
CLX2+bX+<C—%—§):OR2[X] =2

SRS T
I
S
Il
>
Il
)
Il
o

0
0 &
a b

3—3=0

Donc £ est libre. De plus, les opérations élémentaires ne modifient pas l’espace engendré. Donc

1 1 Cy + Cy + 3C
— 2_ - _ = — 2 1 1 3
Vect (#) = Vect (X 3 X 5 1) Vect (X , X, 1) Oy o Cy %C

= Ro[X] car on reconnait la base canonique de Ry[X].
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Donc Z est une famille génératrice de Ro[X]. Or 2 est libre donc B = Br U B est une base de Ro[X].
De plus #r est une base de F et B¢ est une base de GG. Donc par le théoreme de la base adaptée on en
déduit que

‘ G = Vect (1) est bien un supplémentaire & F dans Ro[X]. ‘

5.4 Soit P € R3[X]. On a les équivalences suivantes :

PeF & P(1)=P(1)=0 = 1 est racine de multiplicité au moins 2 de P

(X —1)? divise P

IQeR[X], P=Q(X-1)

J(a,b) eR, P=(aX+b)(X—1)

J(a,b) eR, P=aX(X—-1)7+b(X—1)>.

¢t o0

Ainsi,
F = Vect (X (X - 1), (X = 1)%).

Posons Br = (X (X -1, (X - 1)2>. Les deux polynomes ne sont pas colinéaires donc Zr est libre et par
ce qui précede génératrice dans F'. Donc #r forme une base de F'. Posons B¢ = (X, 1) et G = Vect (Bg).
La famille Z¢ est libre en tant que sous-famille de la base canonique de R3[X] et engendre G donc forme
une base de G. Posons enfin & = Zr U %Bq. Puisque £ est échelonnée en ses degrés, on en déduit déja que
A est libre. Montrons qu’elle est aussi génératrice. Les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace
engendré. Donc

Vect (%) = Vect (X® —2X* + X, X*—2X +1, X, 1)
Ci«+ C—-C
_ 3 2 2 1 1 3
= Vect (X° —2X7, X*, X, 1) Co i Cy +2Cs — Cy
= Vect (X )(27 X, 1) Ci + C1 + 205
= R3[X] car on reconnait la base canonique de R3[X].

Donc 2 est génératrice dans Rg[X]. Or £ est libre et donc # = #r U B est une base de R3[X]. De plus
PBr est une base de F' et B¢ est une base de G. Donc par le théoréme de la base adaptée, on en déduit
que

’ G est un supplémentaire de F' dans R3[X]. ‘

5.5 On a

F:{(Z Z)G%Q(R)‘dz—a—b—c}

N {(i fafbbfc) € 4> (R) | (a,b,¢) €R3}
v (3 0) (5 1))

Posons Zp = (((1) _01> , (8 _11> , ((1) _01)) Posons également Bg = ((8 ?)) et B = RBr U HBq.

Montrons que Z est une base de .#5 (R). Soit (a,b,c,d) € R* tel que

1 0 0 1 0 0 0 0
(b 2) () )Y ) ra() ) =0

Des lors,
a=0
b=0
= a=b=c=d=0
c=0

—a—b—c+d=0
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Donc £ est libre. De plus, les opérations élémentaires ne modifient pas 1’espace engendré. Donc

Vect (#) = Vect <((1) _01) ) (8 _11) ’ ((1) —01) ’ (8 (1)>)

10\ (0 1\ (0 0y (0 0O G101+ Gy
= Vect o o/'\o o/'\1 o/'\o 1 02%024’04
C3 — Cg + C4

= /> (R) car on reconnait la base canonique de .5 (R).

Donc £ est génératrice dans .45 (R). De plus B est libre et est donc une base de .#, (R).
De plus, ZF est une sous-famille de & et est donc libre. Or elle engendre F' et forme donc une base de F'.

Puisque (8 (1)) = 02, on en déduit que Bg est libre et génératrice dans G donc forme une base de G.

Par conséquent, d’apres le théoréme de la base adaptée, on en déduit que

G est un supplémentaire de F'.
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