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Correction de l’interrogation 31
d’entrainement
Géométrie du plan

\. J

1. Restituer le cours.

1.1 Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire est une application (-|-) définie sur E? & valeurs dans R
vérifiant

o (bilinéarité) Pour tout (z,y,2',y) € E*, (\, u) € R?,
Ozt pa'ly) = Maly) +uia'ly) et (g ) = A (aly) + plaly)

o (symétrie) Pour tout (z,y) € E?, (zly) = (y|z).
o (positive) Pour tout « € E, (x|z) > 0.
o (définie) Pour tout x € E, (z|z) =0 = z =0g.
1.2 Soient E un R-espace vectoriel, ||-|| une norme sur E, (z,y) € E? et A € R. Alors,
o (définie) |z|| =0r = 2 =0g
o (positivité) ||z|| = 0
(Al = Al ||
« (norme de la somme) |z + y||* = |l|* + 2 (z|y) + |y

o (pseudo-linéarité)

« (Pythagore) si z et y sont orthogonaux alors, ||z + y|° = =] + |ly||*.

1.3 Le déterminant est I'unique application det de (R™)" dans R vérifiant pour tout (Cy,...,C,) € (R™)",
(\, 1) € R?,
i. (n-linéarité) Vi € [1;n], VC; € R,

det (C1,...,AC;y +uCL,...,Cp) = Adet (C1,...,Cs,y ..., Cp) + pdet (Cy,...,CL ..., Ch).
ii. (alternance)V (i,j) € [1;n]?, i # j, on a
det(C’l,...,C’i,...,C’j,...,C’n):—det(C’l,...,C’j,...,C’i,...,C’n).

iii. (normalisation) Si € est la base canonique de R", det (%) = 1.

1.4 Soient % et U deux vecteurs du plan. Alors,

(@|7) = @] |¥]| cos (7, ¥)

— —> —>
u u, v
det (7, T) = || @) |7l sin (T, 7)

1.5 Soient ¥ un vecteur non nul du plan et ¥ un vecteur du plan. Le projeté orthogonal du ¥ sur % est défini
comme étant le vecteur

—

AN AN
p—’(U) = <U‘_,> -
’ )7 1]

1.6 Un crétin sphérique est un individu gonflé (bien siir) fermé et borné (comme la sphére en tant que partie
de R?), et ce quel que soit le point de vue par lequel on I'observe !

Cette insulte est de Zwicky un astrophysicien du XXieme siecle réputé pour ses idées, ses découvertes de
supernovaes et... son caractére profondément irascible.
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2. Equations de droites et de cercles.

2.1

2.2

Soient A (3,—1) et B(2,1). On note que AB (—1,2) est un vecteur directeur de (AB) et A (3,—1) un point
de (AB). On obtient donc les équations paramétriques suivantes :

4B): T em
y=—1+2t

Méthode 1. On observe que 70 (2,1) est un vecteur normal a (AB). Pour M (z,y) € £, on a donc
Me(AB) & AMLTW®

& mﬁ>:0

x—3||2
[ H)RL
& 20 —6+y+1=0
& 20 +y=5.

Méthode 2. Soit M (x,y) € &, on a
M € (AB) & AM et AB colinéaires
& det (m,ﬁ) =0
r—3 -1
y+1 2
& 20 —6+y+1=0
& 20 +y =5.

-

Méthode 3. A T’aide des équations paramétriques, pour M (z,y) € &, on a

=31
Me(AB) &  teRr {°77

y=—-14+2¢
t=3—-z
y=—-1+23—-2)=5—-2x

& 2r +y =>5.

& HteR,{

Méthode 4. On observe que 7i (2,1) est un vecteur normal & (AB). Donc une équation cartésienne de (AB)
est donnée pour un d € R par
2 +y =d.

Or A(3—1) € (AB) donc
6—-1=d & d=5.
Dot (AB) : 2z +y = 5.
Conclusion, dans tous les cas une équation cartésienne de (AB) est donnée par

‘(AB) : 2x+y:5.‘

Soient A (1,1) et B(3,7). Soit D la médiatrice de [AB]. Soit I le milieu de [AB]. On a
x_$A+xB_1+3_2 1—|—7_
1= 5 =T =& Y1 B) 5 =

Donc I (2,4) est un point de D. De plus ﬁ(?,fi) est un vecteur normal & D ou encore 7 (1,3) est un
vecteur normal de D.
Méthode 1. Soit M (z,y) € &. On a

M e DqfgIM L 7
22N <W‘Tz’>:0

= (G-

= r—24+3y—12=0
& x4+ 3y = 14.

_Yatys _

4.
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Meéthode 2. 1l existe d € R tel que D : x4+ 3y =d. Or I (2,4) € D. Donc
24+12=d < d=14.

Conclusion,

D: aw+3y=14]

M¢éthode 1. Puisque 7 (1,3) est normal, u (—3,1) est directeur de D. De plus I (2,4) € D. Donc

— 923t
p. ° 3 Ler
y=4+1

Méthode 2. Par les équations paramétriques, pour M (z,y) € £,

— 14— 3¢t
MeD & a+3y=14 & 2=14-3y < HteR{x
y:

On obtient,

D {x:M_St t€R.
y=t

2.3 Puisque 7 (3,2) est un vecteur normal & 2, il est aussi normal a 2.
Méthode 1. Soit M (z,y) € &. On a

& <W‘T{>:O
S (el (2%

& 3r—3+2y+2=0
< 3z + 2y =1.

Meéthode 2. 1l existe d € R tel que D : 3z +2y =d. Or A(1,—1) € D. Donc
3—-2=d < d=1.

Conclusion,

‘9’: 3x—|—2y:1.‘

Méthode 1. Puisque 7 (3,2) est normal, @ (—2,3) est directeur de 2’. De plus A (1,—1) € 2’. Donc

2 r=1-2 ,teR
y=—1+3t

Méthode 2. Par les équations paramétriques, pour M (z,y) € £,

1 3 =t
!
Me9 = 3r+2y=1 & y=§—§l‘ <~ HteR,{ 1—2315
On obtient,
- r=t
9" : {_13t ,teR.
y="

2.4 Soit C le cercle de centre Q (—2, —1) et passant par A (1,1). Soit R son rayon. On a
R=0QA= HEH —VI+i=Vi3

Ainsi, une équation cartésienne est

‘C: (z4+2)° + (y+1)> = 13.

314
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Des équations paramétriques sont

c {x—2+\/ﬁcos(9)

y= 14 vBsin@) € [0;27[ (ou R).

2.5 Soient A(1,0) et B(3,2). Soit C le cercle de diametre [AB]. On peut procéder en notant que € le centre
est le milieu de [AB] et R = ATB ou utiliser la proposition V.8. Soit M (z,y) € &. On a

MeC & ABM est rectangle en M
&AM 1L BM

P <Eﬂ§ﬁ>:o

= (==

& 2?2 —4x+34+1y2—2y=0

& (2-2°-443+@y-1)7-1=0
& (@-2+@w-17=2

Conclusion, une équation cartésienne est donnée par

C: (@-2°+@w-1°>=2

On note alors que © (2,1) est le centre du cercle et R = v/2 son rayon. Ainsi, des équations paramétriques
sont données par

,0 € ]—-m; 7] (ouR).

. {x2+\@cos(0)
' y=1++/2sin ()

2.6 Soient d; la médiatrice de [AB], dz2 celle de [BC]. Puisque A4 = QB = QC, on en déduit que § est
équidistant de A et B et donc Q € d;. De méme Q) € ds.

Le cercle recherché est le cercle circonscrit dont le centre se trouve étre lintersection des trois médiatrices.
Soient I le milieu de [AB] et J celui de [BC]. On a I(5/2,5/2) et J(—1,11/2). AB(3,1) est un vecteur
normal a dy. Donc pour M (z,y) € £,

M € d; & IM L AB
N <I7\7’Z§>:0
4|0
& =0
<b—§ 1
15 5

s sr-4y-2-0
Ty Ty

& 3z +y = 10.

Donc
di: 3x+y=10.

De méme, BC (—10,5) ou encore 7 (—2,1) est un vecteur normal & dy : pour M (z,y) € 2,
M € dy 54 J_J\/f ln
& <J_J\/f‘?i> =0

x+1} {72}>
& =0
<y€ 1
11
= —2x—2+y—?:0
15
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Donc 15
dy: —2x+4+y= 5

Soit (a,b) les coordonnées de €. Puisque Q € dy N da,

3 b=10 3 b=10
{a+ <~ {a+ Lo+ Ly — 14

—2a+b=1 —5a = -3

2
b=10-3a=10-3 =1
< {a:;.

Donc 2 (1/2,17/2). Puis le rayon est donné par

R=04= HﬂH - H {—114))2/2} H -V 1+4169 - \/@: @'

Conclusion, le cercle passant par A, B et C

85
a pour centre ©(1/2,17/2) et rayon R = 4/ 5

On pense d vérifier que QB =R =QC.
el 7/2}_ 494121 1770_\/@_ ,
QA_HQBH_HLH/Q H_\/4 =\ =\5 =R 0K
ezl 43/2} 169+ 1 170 [85 ,
QA_HQCH_H{_lﬂ H_\/ =\ =5 =R OK!

3. Projeté orthogonal.

r=95—1

3.1 Soient D : { ,t € Ret M (—7,18). D’aprés ses équations paramétriques, A (5,2) est un point

y=243t

3

deDetﬂ’{i ]

1 . — . R R
} est un vecteur directeur de D. Alors, 70 {3} est normal & @ et donc a D. Des lors,

d(M,D) =

Conclusion,

Méthode 1. On en déduit donc que

e g [+ 2 [ ] - 3] o

Or (par exemple, on pouvait aussi chercher le point tel que HM et normal & ¥ ou colinéaire & 77)

—13}
16 |-

HeD & AH et ¥ colinéaires & det (Zﬁ, T[) =0.

Si H(—1,20),
‘_6 _1’ =—-18418=0.

18 3
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3.2

Donc (—1,20) € D. Si H (—13,16),

—18 14

det(,ﬁﬁ):’_lg 3‘:—18><3+14><18:18(14—3):18><117é0.

donc (—13,16) ¢ D. Conclusion,

i [l

Meéthode 2. Comme A € D et que ¥ est un vecteur directeur de D :

@ifn - Lellls])
A == e PR HE e PR B P R
H=A4+ Tk “_{2+ 911 317t 10 L3l Tl tOls )T [20])
Conclusion,
-1
i)
Soient A (0,1), B(3,—1) et M (3,12) trois points du plan. Le vecteur u = AB {_32} est un vecteur directeur
e (AB). On remarque alors que 7 E} est un vecteur normal & . Ainsi,
a(M, (AB)) = [pz (MA)
: ! il 1)
17207 1172
[l D
=—=(6+33
\/ﬁ ( )
=3V13.
Conclusion,

d (M, (AB)) = 3/13.

Meéthode 1. De la, on en déduit également que

i =M+ C%’(]?B))ﬁ: {12} + 3\\/5; M = {132} + B} = {291} ou {_33} '

Or (par exemple, on pouvait aussi chercher le point tel que HM et normal & @ ou colinéaire & 77)

H € (AB) & AH et T colinéaires & det (ﬁ, U) =0.

Si H (9,21),
det (AH, %) = ‘290 _32’ = —18 — 60 # 0.
Donc (9,21) ¢ (AB). Si H (-3,3),
det (AH, ) = ‘23 _32’ =6-6=0
donc (—3,3) ¢ (AB). Conclusion,
-3
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3.3

() {0}+mm_[%M[?’]—[O}—{?’}—F’]

Conclusion,

Soient A (0,1), B (3,1) et M (4, —1) trois points du plan. Le vecteur AB B} ou encore U {1} est un vecteur

0

. —> 0 N d . .
directeur de (AB). On remarque alors que 7 { } est un vecteur normal a w. Ainsi,

1

d(M,(AB)) = |pa

Conclusion,

M¢éthode 1. De la, on en déduit également que

o e[|

1721

Or (par exemple, on pouvait aussi chercher le point tel que HM et normal & ¥ ou colinéaire & 77)

€ (4B) & AH et @ colinéaires & det (Zfﬁ, ﬂ) =0.

Si H (4,1),
s 4 1
det (AH, ) = ‘0 o‘ =0.
Donc (4,1) € (AB). Si H (4, -3),
det (AH, %) = ‘_44 (1)‘ — 440
donc (4,-3) ¢ (AB). Conclusion,
4
]

Méthode 2. On a

Conclusion,

—>

3.4 On note que 727 (2, 1) est un vecteur normal & d; et 75 (2,1) un vecteur normal & dy. Puisque iy = 3 = 7,

les droites dy et ds sont paralleles.

/4
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3.5 Soient d

Pour déterminer la distance de di a do, il suffit de prendre un point d’une des droites et de chercher sa

distance & lautre droite. On observe par exemple que M (2,

1) est un point de dy (car 2 x 24+ 1 = 5).

Calculons la distance de M & da. On observe que A (—1,0) est un point de dy et 7 (2,1) un vecteur normal

a do. Donc

d(M,dy) =

Conclusion, d la distance entre d; et ds est donnée par

6
_18

:3r—4y+4=0et dy :

120 4+5y—5=0et &§={M € £ |d(M,dy) =d(M,ds) }. On observe

que 77 (3, —4) est un vecteur normal & d; et 13 (12,5) & da. On observe également que A (0, 1) est un point

(
a la fois de d; et a la fois de dy (c’est le point d’intersection des deux droites). Soit M (z

,y). On a alors

d(M,dy) = Km H
171 ||n1||
- |(am 1>\
([l
= (L, 2l L))
y—1]/9+16 [—4
1
= 5\3x—4y+4|.
De méme,
d (M, dy) = ‘<m’ v >7l%‘
2|/ [Inz]|
~ |(am| 2 >)
[zt
- < s )
[\ -1 144+25 5
1
|12x + 5y —5]|.
Par suite,
1 1
Meé& & g|3x—4y+4|:1—3\12x+5y—5|
1 1 1
=3 g(3x—4y+4) = E(12$+5y—5) ou g(3x—4y+4) = —E(l2x+5y—5)
& 39z — 52y + 52 = 60x + 25y — 25 ou 39z — 52y + 52 = —60x — 25y + 25
& 2l + 7Ty =77 (010) 99x — 27y = —27
& 3z + 11y =11 ou 11z — 3y = —3.
Posons ds : 3x + 11y = 11 et dy : 11z — 3y = —3. On observe bien que & est I'union de d3 et d4. Le vecteur

73 (3,11) est normal a ds et 74 (11, —3) & dy. Puisque

(73|3) = 33 — 33 =0,

/4
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on en déduit que n3 et ng sont orthogonaux et donc ds et d4 sont bien perpendiculaires. Conclusion,

& est 'union de deux droites ds et d4 perpendiculaires entre elles.

De plus, on peut observer que A(0,1) appartient a ds et dy. Toutes ces droites sont bien concourantes en
A. Les droites dsz et dy sont les bissectrices de dy et do.

4. Intersection.
4.1 Soit (z,y) € R%. On a

=24 —y+1=0 & (@-11-1+@wy-2°"-441=0 & (z2—-1)°+(@y—-2"=4=2%
Donc C est le cercle de centre 2(1,2) et de rayon R = 2. De la méme facon, soit (z,y) € R%. On a
P24+ —2-T7T=0 & (@+1)’-1+@y-1)°"-1-7=0 & (e+1)°+@y—-1>=9=3%

Donc C' est le cercle de centre ' (—1,1) et de rayon R’ = 3. On observe alors que

LEE

D’autre part, R+ R' =3+2=5et |[R— R'|=3-2=1. Donc
IR-R|=1<QQ <5=R+R.

QQ = HQQ’

Conclusion, ‘les deux cercles se coupent en deux points distincts.

4.2 Soit M (z,y) un point du plan. On a

3x—y+8=0
M € D1 NDyNDy = .Z'—Sy—4:0
r+3y+11=0
z—3y—4=0
& 3r—y+8=0 Ly < Ly
r+3y+11=0
v-3y—4=0 Ly« Ly —3L
_ 2 ¢ Lg —oly
& 8y+20=0 Ly ¢ Ly — L,
6y +15=0
r=3y+4=0
SO Rt it
_ _15_ _5
Yy=7"% =72
_ 5 __7
- {ac 3x(=5)+4=-%
y=-3

On trouve donc bien un point d’intersection D; N Dy N Dy = {(=7/2; —5/2)}. Donc

. . |3 . 1
‘1es trois droites Dy, Dy et D3 sont concourantes ‘ De plus ny L } est un vecteur normal & D7 et ng [3}

1
est un vecteur normal & D3. Or (777]73) = 3 x 1 — 1 x 3 = 0. Donc 77 et N3 sont orthogonaux donc

‘Dl et D3 sont perpendiculaires ‘

4.3 Soit C: 22 +y? +4x+6y+4=0et M (—2,0)€C.
NB : on a bien M € C car (=2)* +4 x (=2) +4=0.
Soit (z,y) € R%. On a

PP+ 6y+4=0 o (2+2°-4+@u+3)°—-9+4=0 & (2+2°+(y+3)>=9=3%

Donc C est le cercle de centre 2 (—2, —3) et de rayon R = 3. Alors le vecteur Q M {g} est un vecteur normal

a T la tangente & C au point M. Soit N (z,y) € . On a

NeT o <W‘W>:o o <{xz2mg}>3yo.

o/id
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Conclusion,

‘y = (0 est une équation cartésienne de 7 la tangente a C au point M.

4.4 Soit M (x,y) un point du plan. On a les équivalences suivantes :

4+ + 32 +2y+2=0

MeCnD &
z+y+1=0

- $2+y2+%x+2y+220
y=—x—1
o x2+(—x—1)2—&—%3:—&—2(—35—1)—1—2:0
y=-z—1
42?420 +1+32-20-242=0
-~
y=-z—1
- 20+ 52 +1=0
y=-x—1
Soit A le discriminant associé & 222 + 6z + 1. Ona A = 25 — 8 = —7 < (0 Nous n’avons donc aucune

4 4

solution. ‘L’ensemble des points d’intersection est vide.

Autre méthode : On pouvait le voir en calculant le centre du cercle, son rayon, puis la distance du centre
du cercle a la droite D et en vérifiant que cette distance est strictement plus grande que le rayon du cercle :

Soit (z,y) € R%. On a

5 925
x2+y2+§x+2y+2:0 & (l‘-l—*) _T6+(y+1)2_1+220

o (el o= = ()

Donc C est le cercle de centre (2 (—g, —1) et de rayon R = %. Le vecteur 77 (1,1) est un vecteur normal &
D, d’équation z +y + 1 = 0 donc

|-2—-1+1 5 52
VI 4/2 8

Donc d (Q,D)* = 2> 8 =% = R? Donc d(Q,D) > R et on conclut

d(Q,D) =

‘La droite D et le cercle C ne s’intersectent pas. ‘

NB : cette méthode ne retourne que le nombre de points d’z'n_tgﬁsection mais ne calcule pas leurs coordonnées
lorsque ces points existent. D’autre part, on note que ¥ = AB = (1, —1) est un vecteur directeur de (AB).
Donc 7 (1,1) est un vecteur normal & (AB). Pour M (z,y), on a

Me(AB) & <m‘ﬁ> =0

N (|| PR

r—14+y—1=0
r+y=2.

t e

10/14
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Ainsi,
—1)? —92 =1
MeCn(4B) o {(x S ry=2)
r+y=2
2 2 _
N {<x—1> +ly-2)P=1
y=2-x
2 2 _
- {(zl) +(2-2z-2°=1
y=2—-x
{172—2:z:+1+:1: =1
=4
y=2—-x
o 222 — 2x =
y=2-—x
o z(x—1)=
y=2—-=x

= M(1,1) ou M (0,2).
Conclusion, Z V'intersection du cercle C et de la droite (AB) est constitué de deux points :
1Z={(1,1);(0,2)} ]

On peut vérifier que ces deux points vérifient I’équation de (AB) et de C.

5. Montrer qu’une application est un produit scalaire.

5.1 Soit E = %! ([0;1]). Pour tout (f,g) € E?, f, g, f' et g’ sont continues sur [0; 1] donc fg+ f’g’ également.
Donc ¢ (f, g) pour tout (f,g) € E?. Donc ¢ est bien définie sur E? et a valeurs dans R. De plus, pour tout
(f,g,h) € E? et tout (A, ) € R,

(symétrie)
1 1
o (f.9) = / (F(Hg(H) + £/ (H)g (1)) dt = / (@B F (1) + g OF (6) dt = o (g, f) .
0 0
(bilinéarité)
o(Nf +ph,g) = / (N F(t) + uh(8)) gt) + (A + k) (£)g (1)) dlt

1
= / (Af(®)g(t) + uh(t)g(t) + A f'()g'(t) + ph'()g' (1)) dt

0
1
=3 [ G0 + PO+ [ @00+ 10 0)
0
=Xe(fi9) +ue(hg).
Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire & droite.
(positive)
1
p(f.0)= [ (P07 + (02 at
0

Pour tout t € [0;1], f(£)2 + f'(t)? = 0. Donc par croissance de I'intégrale car les bornes sont dans le
bon sens,

¢ (f,f)=0

(définie) Supposons ¢ (f, f) = 0. La fonction t — f(¢)? + f/(t)? est continue sur [0,1], positive,
d’intégrale nulle. Donc par le principe de séparation de I'intégrale, Vt € [0;1], f(¢)? + f/(t)?> = 0. Or
la somme de deux réels positifs est nulle si les deux réels sont nuls :

vt € [0;1] {;/(2)2200 =~ f=0p

11/14]
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Conclusion,

¢ est un produit scalaire sur £ = € ([0;1]). ‘

5.2 Soit £ = C vu en tant que R-espace vectoriel. La fonction ¢ est bien définie sur C? et renvoie bien un réel.
De plus, pour tout (z,2',2"”) € E? et tout (A, u) € R?,

o (symétrie)

¢ (z,2') =Re (22') = Re (zz’) car Re (a) = Re (a)

= Re(2'7) = (,2).
o (bilinéarité)
e (Az+p2,2") =Re((Az+p2')2")

=Re (A 22" 4 pz'z")

= ARe (22”) + pRe (2'2") car \€Ret p€R

=Xp(z2") tpe(?,2").

Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite.
o (positive)
¢ (z,2) =Re(2Z) = Re (|z\2) = |z car |2]> € R

Donc
¢ (2,2) 2 0.

o (définie) Supposons ¢ (z,z) = 0. Par ce qui précede, on a alors \z|2 =0ie z=0.

Conclusion,

‘ @ est un produit scalaire sur £ = C. ‘

5.3 Soient n € N et E = R[X]. Pour tout (P,Q) € E?, t — P(t) et t — Q(t) sont deux fonctions continues sur

[0;1] en tant que fonction polynomiale. Donc t — " P(t)Q(t) aussi et donc ¢ (P,Q) = fol t"P(t)Q(t) dt.
Ceci étant vrai pour tout (P, Q) € E?, on en déduit que ¢ est bien définie sur E? et renvoie bien un réel.

De plus, pour tout (P,Q, R) € E3, (\, u) € R?,
o (symétrie)

1 1
o (P.Q) = / ' P(HQ(t) dt = / Q) P(t) dt = o (Q. P).
o (bilinéarité)

1
POP+uQ.B) = [ (PO + uQ(0) (D)
0
1 1
= )\/ t"P(t)R(t) dt + u/ t"Q(t)R(t) dt par linéarité de I'intégrale
0 0
=Ap(P,R)+pp(Q,R).
Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite.
o (positive)
1
©(P,P)= / t"P(t)* dt
0
Pour tout t € [0;1], P(t)2 > 0 et t™ > 0 car t > 0. Donc pour tout ¢ € [0; 1], t" P(t)? > 0. Par croissance
de l'intégrale car les bornes sont dans le bon sens,
@ (P, P) = 0.
o (définie) Supposons ¢ (P, P) = 0. La fonction ¢ — t"P(t)? est continue sur [0, 1], positive, d’inté-

grale nulle. Donc par le principe de séparation de I'intégrale, V¢ € [0;1], " P(t)? = 0. Or pour tout
t €10;1], t™ # 0, donc Vt € ]0;1], P(t) = 0. Donc le polynéme P possede une infinité de racines. Donc

P = 0]R[X]~
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Conclusion,

‘ © est un produit scalaire sur £ = R[X]. ‘

5.4 Soient n € N*, E =R" et D = diag(ay,...,a,) € Z, (R) une matrice diagonale & coefficients diagonaux
strictement positifs, pour tout i € [1;n], a; > 0. Pour tout (X,Y) € E?, X € 41, (R), D € M, (R) et
Y € My 1 (R). Donc XTDY et appartient & . 1 (R) i.e. est un réel. Donc ¢ est bien définie sur E? et a
valeurs dans R. De plus, pour tout (X,Y,Z) € E? et tout (\, u) € R?,

o (symétric) ¢ (X,Y) = XTDY. Puisque XTDY € R, XTDY = (XTDY)T. Par propriété,

»(X,Y)=X"DY = (X"DY)"
—yTpT (xT)"
=YTDX car D est symétrique car diagonale =Y, X).
o (bilinéarité)
CAX+uY,Z) =X +pY) Dz
=AXT+uy") Dz par linéarité de la transposée
=\X"DZ+puY*'DZ
=Xo(X,Z)+pe(Y,2).
Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite.

o (positive)
©(X,X)=XTDX.

Ty
Notons X = | : |. Des lors,
Ty
ay 0 0
. 1 a1y
0 a :
: an—1 0 T GnTn
0 0 an,

= a1x2 + -+ anxi.
Pour tout i € [1;n], a; > 0, donc a;z7 > 0 et donc
¢ (X,X)>0.
n
o (définie) Supposons ¢ (X, X) = 0. Par ce qui précede, on a Z apri = 0. Puisque pour tout k € [1;7],
k=1
akxi > 0, on en déduit que nécessairement,
Vk € [1;n], apri = 0.

Or pour tout k € [1;n], ar > 0. Donc z;, = 0 et finalement X = Ogn.

Conclusion,

’ @ est un produit scalaire sur £ = R".

5.5 Soient n € N* et E = R,,[X]. La fonction ¢ est bien définie sur E? et est bien a valeurs dans R. De plus,
pour tout (P,Q, R) € E3, (A, 1) € R,

o (symétrie)

¢(P,Q) = Z PR (k)Q™M (k) = Z QW (k)P® (k) = ¢ (Q,P).
k=0 k=0
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o (bilinéarité)

P(AP+uQ,R) = (AP +uQ)™ (k)R® (k)

NIE

b

I
>

0
nW%WWWwi@WWWW
k=0 k=0
Ap(PR)+pe(Q,R).

Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire & droite.

o (positive)
o (P,P) =3 PO (k)P (k) = 3 (PW (k)"

n n
k=0 k=0

En tant que somme de termes positifs,
w(P,P)>0.

i 2
o (définie) Supposons ¢ (P, P) = 0 alors Z (P(k)(k)> = 0. Puisque les termes sont positifs,
k=0

VE e [0;n],  PM™(k)=0.

Puisque P € R, [X], P € Ry[X] est constant (éventuellement nul). Or P (n) = 0. Donc P =
Or[x]- Donc P(=1) est constant. Or P(”*l)(n —1) = 0 donc pn-1) — Og[x]- Par récurrence, on en
déduit que P = Or[x) et donc P = Og[x-

On peut aussi procéder par 'absurde. Supposons P # Og[x]. Soit d son degré et aq son coefficient
dominant. Dés lors, P(9) = dlag. Puisque P € R,[X], on a d € [0;n]. Donc P¥(d) = 0. D’ott dlag = 0
impossible. Donc P = Og[x]-

Conclusion,

¢ est un produit scalaire sur F = R, [X]. ‘
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