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Correction de l’'interrogation 32
d’entrainement
Géométrie de ’espace

\.

1. Restituer le cours.

1.1 Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire est une application (-|-) définie sur E? & valeurs dans R
vérifiant

o (bilinéarité) Pour tout (z,y,2',y) € E*, (\, u) € R?,
Ozt pa'ly) = Maly) +uia'ly) et (g ) = A (aly) + plaly)

o (symétrie) Pour tout (z,y) € E?, (zly) = (y|z).
o (positive) Pour tout « € E, (x|z) > 0.
o (définie) Pour tout x € E, (z|z) =0 = z =0g.
1.2 Le déterminant est I'unique application det de (R™)" dans R vérifiant pour tout (Ci,...,C,) € (R™)",
(A ) € R?,
i. (n-linéarité) Vi € [1;n], VC; € R™,

det (Ch,.. MGy +puCly ... Cn) = Adet (Ch, ..., Ciy..,C) + pdet (Cr, .., Clao ).
ii. (alternance) vV (i,5) € [1;n]?, i # j, on a
det(Cl,...,Ci,...,Cj,...,C’n):—det(Cl,...,Cj,...,Ci,...,Cn).

iii. (normalisation) Si € est la base canonique de R", det (%) = 1.
1.3 Soit n € N* et A € A, (R). On a
o Pour tout A € R, det (A A) = X" det (A).
o Pour tout B € ., (R), det (AB) = det (A) det (B).
« AeGL, (K) & det(A) # 0. Et dans ce cas, det (A7) = ﬁ(z“)’
o det (AT) = det (4).
1.4 Soient A, B, C' et M quatre points de I’espace. Alors,

M€ (ABC) &  det(AM,AB AC)=0.

1.5 Le produit vectoriel - A- est I'unique application de (R3)2 dans R? vérifiant pour tout (1_[, v, o ) ) c (R3)4
et tout (\, u) € R?,
o (bilinéarité) (AT + pd ) AT =ANTAT + il AT et TA(NT 4! ) = AT AT + T AV
o (anti-symétrie) U NV = —T A U.
o Si(e1,€3,€3) est la base canonique de R3, &7 Aes = €3, €3 A ez = €71 et €3 A é] = é3.
1.6 La lecture de corrigé ne sert pas a grand chose, il faut chercher par soi méme;). Au premier qui trouve,

joffre une boite de : mon premier est un artiste qui a aussi fait du piano, mon deuxiéme est un artiste
amical, mon troisieme est un artiste avec de grandes oreilles mon tout se mange a Paques.



-
( i -
e o ovtcns Mathématiques PTSI, IntEnt32 Cor 2023-2024

2. Equations de droites et de plans.

2 —4z=6
2.1 Soit D : TrY * . On observe directement que
T—y+3z=2
2 1
ni| 1| etna |—1| sont des vecteurs normaux & D.
—4 3
Soit M (z,y,2) € &. On a
2 —4z=6 3y —10z =2
Me9 TrY “ 54 Y N Ly« Ly —2L,
T—y+3z=2 T—y+3z=2

- y=3+3z
— _ - 24 10, — 84z
x=24y—32=2+5+F2-3z2=35+3%

r=5%+1¢
A Y= % + 13—02
z=z
Donc une équation paramétrique de D est
_8 ¢t
T = 3 + 3
_ 2 10t
D y=5+5 ,tek
z=1t
De 1a on conclut que
1
A(8/3,2/3,0) est un point de D et @ |10| est un vecteur directeur de D.
3

NB : on pouvait aussi obtenir le vecteur directeur par le calcul suivant :

2 1 —1
mAng=|1|A|-1] =]-10
—4 3 -3
qui est bien colinéaire d U .
— > 4
2.2 Soient A(—1,1,0) et B(3,—1,1). On observe que A (—1,1,0) est un point de D et AB | —2| est un vecteur
1
directeur de D. Donc une équation paramétrique de D est donnée par
r=-14+4t
D:qy=1-2t ,teR.
z=1
Méthode 1. Dés lors pour M (x,y,z) € &, on a
r=—-14+4t _ 4 1
xr = — z rxr—4z = —
MeD & FeR Ccy=1-2t & &
y=1-—2z y+2z2=1

z=1

Donc une équation cartésienne de D est donnée par

D- r—4z+1=0
y+2z—1=0
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1 0
On en déduit que 77 | 0 | est un vecteur normal & D. Attention d ne pas retourner ny | 1| qui n’est pas
—4 2
orthogonal a ;. Cependant, on a
N 4 1 8
ABAn = |2 A | O | = |17
1 —4 2
8 —
Alors 15 |17 est normal & AB et donc a D et est aussi orthogonal & n7 (vérifiez!). Conclusion,
2
1 8
n1 | 0| etng |17| sont deux vecteurs normaux & D et orthogonaux entre eux.
—4 2
0 e
Meéthode 2. On observe que n7 |1| est un vecteur normal & AB et donc & D. De plus,
2
N 4 0 )
ABARg = | =2 A |1] =[-8
1 2 4
-5 .
Alors 13 | —8/| est normal & AB et donc a D et est aussi orthogonal & 117 (vérifiez!). Ainsi,
4
0 -5
n7 [1] et ms | —8| sont deux vecteurs normaux & D et orthogonaux entre eux.
2 4

Soit M (z,y,z) € &. On a les équivalences suivantes :

MeD & <m‘ﬁ{> =0 et <AM‘
rz+1]](0 x—i—l -5
& y—1 1 =0et -8 =0
z 2 4

o y—1+22=0
—5r—5—-8y+8+4z=0

y+2z—1=0
5r 4+ 8y —42—-3=0.

Conclusion, une équation cartésienne de D est donnée par

D - y+2z—1=0
" |5z +8y—42—-3=0.

En faisant Lo < Lo — 8L, on retrouve les équations précédentes.

Méthode 3. On récupere les vecteurs 77 et 75 comme dans la méthode 2. Soit M (z,y,2) € &. On a les
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équivalences suivantes :
MeD & AMAAB=70
z+1 4
& y—1 A |[=2[=0
z 1

r—4z+1=0 Lg(—Lg-l—QLQ

& L3+ L3z +4L;.
r—4z+1= ° ? !
Conclusion, une équation cartésienne de D est donnée par
2z—1=0
D - Y+ 2z
z—42+1=0.
—_ _1
2.3 Soient A(0,1,2), B(-1,0,1), C'(1,—1,—3). On observe que A (0,1,2) est un point de P et AB [—1]| ou
-1
ek 1
BA |1| et AC [—2]| sont des vecteurs non colinéaires et directeurs de P. Par conséquent une équation
1 -5
paramétrique de P est donnée par
r=t+s
P:ey=1+t—2s
z=2+1—5s
Méthode 1. Soient M (z,y,z) € &. On a les équivalences suivantes :
r=t+s
MecP & J(t,s) eR?, {y=1+1t—2s
z=2+1t—5s
r=t+s I I I
2 1 24 La—1In
& I(t,s)eR*:, Sy—x=1-3s Ly Ls — Ly
z—x=2-06s
r=1t+s
& 3(t, ) € R?, y—x=1-—3s L3y« L3 —2L,
z—2y+x=0
t=xr—8s=x— 1_9%
& J(t,s) €R?, { s = 71715)“’
z—2y+x=0

& z—2y+2=0.
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Donc une équation cartésienne de P est donnée par

1
P:z—2y+2z=0 et 7 |—2| est un vecteur normal & P.
1
Vérifiez que T est bien normal a BA et AC.
De plus, on a
. 1 1 3
BAANT = |1|A|-2] =0
1 1 -3
1 —_—>
Posons ¥ | 0 |. Alors ¥ est normal & 7@ donc est un vecteur directeur de P et ¥ est normal & BA donc,
-1
en renormalisant,
1 1 1 1
A(0,1,2),— |1|,— | O forme un repere orthonormé de P.
311 V2|1
Méthode 2. On a
. N 1 -3
BANAC = |1 A |[-2|=1|6
1 -5 -3
—1 — —>
Posons 7 | 2 |. Alors 7 est normal & BA et AC (deux vecteurs non colinéaires de P) donc
—1
—1
7 | 2| estun vecteur normal de P.
-1
Puisque A (0,1,2) € P. Pour M (z,y,2) € &, on a
T -1
MeP & (AM[@)=0 & y—1||]2|)=0
z—2 -1
= —r4+2y—2—-2+4+2=0

& r—2y+2=0.

Donc une équation cartésienne de P est donnée par

P:x—2y+2=0.

De plus, on a

. 17 1 3
BAAR=|[1|A|=2]=]0
1 1 -3

1 —
Posons ¥ | 0 |. Alors ¥ est normal & 7 donc est un vecteur directeur de P et ¥ est normal & BA donc,

-1
en renormalisant,

T R
A(0,1,2),— |1],—= | O forme un repere orthonormé de P.
( ) Al p
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Méthode 3. Soit M (z,y,z) € &. Alors,
MeP &  det(AM,BA AC)=0
T 1 1
= y—1 1 =2/=0
z—2 1 =5
0 1 0
& |—e+y-1 1 -3[=0 gligljg@
—rx+z—2 1 —6 3 3 2
ety —1 =3 ) N
& ‘—x I 0 en développant par rapport a Ly
& —(6z—6y+6—-3x+32—6)=0
& 3z — 6y + 32 =0.
Conclusion, on retrouve bien ’équation cartésienne de P :
P:x—2y+2z=0.
On construit alors le repere orthonormé comme dans I'une des méthodes précédentes.
2.4 Soit P : x + 2y — 3z + 4 = 0. On observe que
1
7 | 2 | est un vecteur normal & P.
-3
Méthode 1. Soit M (z,y,z) € & On a
MeP & r+2y—324+4=0
& r=—-2y+3z—-4
r=—-4—2t+3s
& J(t,s) eR? {y=t
z=s5
Donc une équation paramétrique de P est donnée par
r=4-2t+4+3s
P:y=t ,(t,s) € R%,
z=s
-2 3
En particulier A (—4,0,0) est un point de P (vérifiez sur l’équation cartésienne)et @ | 1 | et ¥ |0| sont
0 1
des vecteurs directeurs non colinéaires de P mais malheureusement non orthogonaux. On a cependant,
1 -2 3
nTAT=|2|A|1]|=]6
-3 0 5
NE
Alors, v" |6 est normal & 70 et est donc un vecteur directeur de P et il est aussi normal & @. Or || @] =
5
Vi+1=+5et ‘ 17 =9+ 36 + 25 = +/70. Conclusion,
I I I
A(—4,0,0),— |1 ]|,— |6 forme un repeére orthonormé de P.
Vh o | V70 |5
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Méthode 2. On observe que © | 1 | est normal & 7 et donc est un vecteur directeur de P. On a de plus,
0
1 -2 3
nAdL=|2|A|1|=1|6
-3 0 5
3
Alors, ¥ [6| est normal & 7 et est donc un vecteur directeur de P et il est aussi normal & ¥ et non
5

colinéaire & w. Or |[U] = VA +1 = /5 et ‘
A (0,-2,0) est un point de P. Donc,

17‘ = /9 + 36 + 25 = /70. D’autre part, on observe que

= 3
1 1
A0,-2,0),—= | 1|,— |6 forme un repeére orthonormé de P.

On en déduit également 1’équation paramétrique de P suivante :

r=—2t+3s
P:{ly=—-2+t+6s ,(ts)cR
z =58

=2 1 = 2
Soient D : 4 at et D at
y=z-—1 y=3z—-3
1 0
—22—1=0 —2z—2=0 N N
Méthode 1. On a D : v “ et D : v donc ni | 0 |, ny | 1 | sont des
R 0
vecteurs non colinéaires et normauxa Detny | 0 |, n5 [ 1 | sont des vecteurs non colinéaires et normaux
-1 -3
a D’. On calcule alors
1 0 2 oIt 0 1
mAns=|0|A|1]=]|1 et nfAn,b=10|A|1]|=]3
-2 -1 1 -1 -3 1
2 R
Ainsi, @ [1]| est un vecteur directeur de D et v’ |3| est un vecteur directeur de D’. D’autre part, D passe
1 1
par A(1,—1,0) et D’ par A’ (2,—3,0) donc on obtient les équations paramétriques suivantes :
=142t =24t
D: qy=—-1+t et D':({y=-3+3t

Méthode 2. Soit M (z,y,z) € &. On a

=2t+1
r=2z+1 * +
MeD & ) & JeR (y=t—-1
= Z —
Y z=1t
=t+2
, r=2z+2 v
MeD & 353 & FHeR, Cy=3t—-3
= Z —
Y z=t
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On obtient alors les équations
r=1+4+2t r=2+t
D:y=-1+t et D:Qy=-3+3t
z=t z=t

Pour intersection, deux méthodes. Méthode 1. Soit M (z,y,z) € &. On a

r=2z+1
=z—-1
MeDNnD < vy=s
r=2z4+2
y=32—-3
r=2z+1
- y=z—1 L3+ L3 — L,
0=—2z+1 Ly« Ly— Lo
0=2z—-2
r=3
& y=0
z=1

Donc DND' = {(3,0,1)} # 0. Conclusion,

D et D' sont sécantes.

Méthode 2. Soit M (z,y,z) € &. On a

=142t r=2+s
MeDNnD & ReR{y=—-1+t et dseR, {y=—-3+3s
z=1 z=3S5
=142t 1+2t=2+s
& I(t,s) R {y=—1+t et {—1+t=-3+3s
vt 142t =2+t
& FHeER, Sy=—1+t et B
—14+t=-3+3t
z=1
r=1+2t P
& 3t e R, =1+t t
ymoiahoe {2t:2
z=t
r=14+2=3
& y=—14+1=0

z=1

Donc DND’' ={(3,0,1)} # 0. Conclusion,

D et D’ sont sécantes. ‘

2
On sait (déja vu ou alors par les équations paramétriques) que @ 1| est un vecteur directeur de D et
1
— 1 —
uw' [3] est un vecteur directeur de D', A(1,—1,0) un point de D et A’(2,—-3,0) de D'. Donc u et u’
1

/20
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=
sont deux vecteurs de P. De plus @ et u’ ne sont pas colinéaires et ils engendrent donc P. Comme
A €D C P, on en déduit I’équation paramétrique suivante :

r=142t+s
P:Qy=—-1+t+3s
z=t+s

Pour I’équation cartésienne, trois méthodes. Méthode 1. On a

o2 M1 [-2
uAu = 1| A3 =]-1
1 1 )
—2
Donc 7 [—1| est un vecteur normal & P. Soit M (z,y,2) € & On a
5
z—1 -2
MeP o <AM‘H>=O = yr1|l|-1| V=—22+2-y—1452=0
z 5

= 20 +y—52—-1=0.

Conclusion, une équation cartésienne de P est donnée par

‘P:2x+y75z—1:0.‘

—>

Méthode 2. Puisque A (1,—1,0) € P et que @ (2,1,1) et u’'(1,3,1) sont deux vecteurs non colinéaires
directeurs de P, pour M (z,y,z) € &, on a

MeP &  det(AM, @) =0

r—1 2 1
& y+1 1 3=

z 1 1

0 0 1

& —3z+y+4 -5 3/=0 gligli%*l)c3

—r4+z+1 -1 1 S 8

-3z +y+4 -5 _ , N
& NS 1‘ =0 en développant par rapport a L
& 3r—y—4—-5x+524+5=0
& —2x—y+52+1=0.

Conclusion, une équation cartésienne de P est donnée par

P:2z4+y—5z—1=0.
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Méthode 3. Soit M (z,y,z) € &. On a

r=142t+s
y=—-1+t+43s
z=t+s

MepP & 3(t,s) € R?,

r—2z=1-—s
y—z=—14+2s
z=t+s

L1FL172L3
LQ%LQ*L;}

z=t+s

r—2z=1-—s

& J(t,s) eR?, {2 +y—5z2=1 Ly« Ly +2L4
r—2z=1—s

z=t+s L2<—L3
2r+y—95z=1

s=1—x+2z

t=z—s=—-1+zx—2z
2r+y—5z=1

& 2c+y—5z—1=0.

Conclusion, une équation cartésienne de P est donnée par

P:2r+y—52-1=0]

3. Projeté orthogonal.

— — _1
3.1 Soient D : {x 4 une droite de l'espace, M (1,2,3) un point de I'espace.

r—2=0

Meéthode 1. Soit A (x,y,z) € & un point de 'espace. On a les équivalences suivantes :

r=1
= 1
AeD & {y v & JeR (y=t+1
z=
z=1
1
Donc A (0,1,0) est un point de D et ¥ |1| est un vecteur directeur de D.
1
1 1
Méthode 2. Les vecteurs ny |—1| et ns | 0 | sont normaux & D. On a
0 -1
1 1 1
mAn=|—-1|A|0]|=]1
0 1 1

—_

Donc @ |1| est normal & 77 et iy donc % est un vecteur directeur de D. De plus on remarque que pour

—_

A(-1,0,1),onaz—y=—-1—-0=—-letx—2=—-141=0donc 4 €D.
Méthode 1. Avec H le projeté orthogonal de M sur D, dans le triangle rectangle AM H, on sait que

sin (AM, 1_[)’ = HM  Autrement dit,

o ()| _ [ 0

1721 1721

d(M,D)= HM = AM ’sin (4n, a’))

10/20
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D’ou,

1 1 1—-3
R
d(M,D) = - -

2| VIHT+1 V3 V3 V3 3

M¢éthode 2. Par le théoreme de Pythagore, on observe que

d(M,D)* = |’ H AM

Ainsi,

De plus,

Conclusion,

2
3.2 Soient A(0,1,0), B(2,3,—1) et M (0,0,5/2) trois points de l'espace. Le vecteur @ = AB { 2 ] est un

vecteur directeur de (AB).
Méthode 1. Avec H le projeté orthogonal de M sur (AB), dans le triangle rectangle AMH, on sait que
sin (AM, U)’ = HM. Autrement dit,

d(M,(AB)) =HM=AM]sm (4, 17)‘ - HAMH HUHH;T (4%, u>‘ _ HAT% “H
D’ot,
0 2 1-5
|37 [5/12] ' [—21] [ : ] N e O
M AB) = "= = irrer © 3 3 =3 =V5

11/]20]
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M¢éthode 2. Par le théoreme de Pythagore, on observe que

2 7 —>
d(M,(AB))® = AMH H<AM‘HZ> v

0 2
—|ll-1 _
g

5\ 2
.5 (23
R S
_ 29 84 29 9
4 9 4 4
Ainsi,
d(M,D)=+/5
De plus,
0 2
N -1 2 -
<AM’T[> 0 5/2|| -1 2 0 _9_5 |2
H=A+——>"u=|1| + 2| =|1] + 212
g 0 9 ~1 o] L
0] 2 -1
=11 —% 21=10
10 -1 1/2
1
On peut vérifier HM = || |0| || = VI +4=+5=d(M,(AB)) OK!
2
Conclusion,
-1
d(M,(AB))=+v5 et H| 0
1/2

-3
3.3 Soient P : —3x +2y+ 2+ 7 = 0 un plan de I'espace et M (—7,6,2) un point de 1’espace. Alors 7 |: 2 ] est

un vecteur normal & P et A (0,0, —7) est un point de P. Donc

d(M,P) = Km

) -3
= |2
VIHAFT |
2141249
B V14
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De plus,
7 [—7 1 -3 -7 -9 —16 2
H=M+dM,P)—=|6 | £3Vldx— |2 |=|[6|L£|6]|=[12] ou |0
7] 2 vid iy 2 3 5 -1

Or —3(—16) +2 x 124547 # 0, donc (—16,12,5) ¢ P et on a bien —3 x 2 — 1 + 7 = 0. Conclusion,

2
d(M,P)=3V14 e H|O
-1

3.4 Soient P : —4x + 2y — 3z — 5 = 0 un plan de 'espace et M (7,—5,5) un point de l'espace. Le vecteur

—4
n [ 2 } est normal & P et A(0,1,—1) est un point de P. Donc
-3

| (5 |

1721

VIE+4+9 | g
_[-28 12— 18
N V29

De plus,

-

H=M=+d(M,P)

3|

s ) ) )

Or —4x154+2(—9)—3x11—5=—60—18—33—5 % 0 donc (15,-9,11) ¢ P et —4 x (—1) +2 x (—1) —
3 x (—=1) — 5 = 0. Conclusion,

~1
d(M,P)=2v29 et H|-1
~1

r+y—3z=-1
20 +y—52=0
Méthode 1. Soit A (x,y,z) € & un point de l’espace. On a les équivalences suivantes :

3.5 Soit D : { et M (1,0,0).

rT+y—3z=-1

AeD &
20 +y—5z2=10

—3z=-1
& {Hy : Lo ¢ Ly — 2L
—y+z=1
N r=—-1—-y+3z=1—-y+3+3y=4+2
z=1+y
=442
& FHeR Cy=t
z=1+t

13/20
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2
Donc A (4,0,1) est un point de D et @ |1| est un vecteur directeur de D.
1
1 2
Méthode 2. Les vecteurs ny | 1 | et ns | 1 | sont normaux a D. On a
-3 -5
1 2 -2
mAng=|1|A|1]|=]-1
-3 -5 -1

[\

Donc @ |1| est normal & 7 et iy donc % est un vecteur directeur de D. De plus on remarque que pour

—_

A(l,-2,0),onaz+y—3z2=1-2=—-1let2x4+y—52=2—-2=0donc 4 €D.
M¢éthode 1. Avec H le projeté orthogonal de M sur D, dans le triangle rectangle AMH, on sait que

sin (AM7 E’)‘ = HM - Autrement dit,

HWH 12l ’Sin (4M, a’)} HWA UH

d(M,D) = HM = AM |sin (AM, @ ’: _ S
( ) [I%]] [l
D’ou
0 2 2
N 21 A1 0
4(M. D) HAMAUH 0 | |l VA+16 /10 /30
’ 2] VI+I+1 V6 V6 33
M¢éthode 2. Par le théoreme de Pythagore, on observe que
T— 7\ T |
Il
2

2
| |2 .
0 VA+14+1 |4
2
RN
6
_, 210
3 3
Ainsi,
V1
d(M,D)z—O:@.
3 3
De plus,
0]]]2
— 2111
<AM‘“>a ! O] |1 2 Lo 2] 1]°
H=A+—=5—u=|-2|+ If=|-2{+=-|1|=5]|-5
12| 0 6 1 o| 91 3|1
-2
On vérifie que HM = || | 5 :7W:@:d(M,D) OK!
-1
Conclusion,
5/3
30
d(M,D):\/T» et H |-5/3
1/3
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4. Intersection.
— > _2
4.1 Soient A (1,2,-3), B(—1,2,0) et P:2x—y+32—2 = 0. Le vecteur @ = AB | 0 | est un vecteur directeur
3
de (AB). Donc des équations paramétriques de (AB) sont
r=1-2t
y=2 , teRR.
z=—-3+43t

Soit M (z,y, z) un point de l'espace. On a

HeRz=1-2t, y=2, 2=-3+3¢
e (AB)NP REN { €®z Y ' g +

20 —y+32—-2=0
r=1-2t, y=2 z2=-3+3t
2(1—-2t)—2+43(-3+3t)—2=0
=1-2t,y=2, z2=-3+3t
2—-4t-2-94+9t-2=0

& HteR,{

& dt € R, {

=1-2t,y=2, z2=— t
JteR, , Y , 2 3+3
5t =11

11 11

= $:1—2X37y:2,22—3+3><€
- 17 , L Zl5+3 18
r=— =2, z=———=—.
YT 5 5

Conclusion, il existe un unique point d’intersection donné par

| M (-17/5,2,18/5).|

-2 = —z=4
4.2 SoientD:{ﬂlj ytz=3 {a:+y s

3x+y—32=2 — 5z =—6
Soit M (z,y,2) € &. On a

_9 -
MeD - T—2y+z=3
3x+y—32=2
-2 =3
<~ . ytz Lo+ Ly —3L;
Ty —6z=-T7
x—3+2y—2—3—|—122—2—z—1+ 2z
=
y—7z—1
r=1+5t
& FHeR, y=—1+6t
z=Tt.

5
Donc @ [6| est un vecteur directeur de D et A (1, —1,0) un point de D.

EN |

On vérifie que A vérifie les équations de D et que U est bien orthogonal a n7 (1,—2,1) et 13 (3,1, —3).
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4.3

De méme pour D/, soit M (z,y,2) € & On a

E—l
MeD & rhy-2
rT—y—>5z=—6
a4
Ty Ly Ly— L
—2y —4z=-10
r+y—z=4—y+z2=44+2z—-5+z2=—-1+32
y=—22+5
r=—-143t
& JeR, Cy=5-—2t
z=1.
|3
Donc «' [ —2| est un vecteur directeur de D’ et A’ (—1,5,0) un point de D’.
1

On vérifie que A’ vérifie les équations de D' et que u' est bien orthogonal a n) (1,1,—1) et n3 (1,—1,-5).
Par suite on observe que

D et D' sont coplanaires & det (AA’, , u’) =0.

Calculons :

det (447, 7,4) = | 6

Il
o

Ly + Lo+ 3Ly

o
QN o

-2
=7

et
|
— ot P w5 @

~N W ot

0
0
71 en développant par rapport a C
=-14(3-17)
=56 # 0.

_14’3 1'

Conclusion,

‘Les droites D et D’ ne sont pas coplanaires. ‘

—

Soient P le plan passant par A (1,—1,0) et dirigé par u (2,1,—1) et ¥ (1,4,1) et le plan P’ passant par
B(1,2,1), C(1,4,0) et E(1,—1,3). Commencons par déterminer des équations cartésienne de P et P’.
Méthode 1. Soit M (z,y,z) € &. On a

MeP &  det(AM, W, 7)=0
r—1 2 1
& y+1 1 4/=0
z -1 1
r—2y—3 0 —7 L, ¢ Ly — 2L,
e y+1 14 Ly Ls+ L
y+z+1 0 5 3 3T
r—2y—3 -7 . 5
& +1 Y+l 5 ‘ en développant par rapport a Co
& 5 —10y =154+ Ty+72+7=0
& 5 — 3y + 7z = 8.
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Méthode 2. Soit m = U A 7. On a

2 1 5
n=|1|A]|4] =|-3
-1 1 7

7 est un vecteur normal. Dés lors pour M (z,y,2) € P, on a

MeP o <m‘ﬁ’>=o

z—1 )
& y+1 -3 =0
z 7
& 5c—5—-3y—3+72=0
& 5r — 3y + 7z = 8.
5
Méthode 3. Avec le méme vecteur 7 | —3|. Il existe d € R tel que P : 52 — 3y + 7z =d. Or A(1,-1,0)P
7
donc
d=5+3=8.
D’ou

P:br—3y+72z=38.

On procede de méme pour P’.
Méthode 1. Soit M (z,y,z) € &. On a

MeP &  det (EM’,E&’,E’E) -0

z—1 0 0
& y—2 2 =3|/=0
z—1 -1 2
2 -3 , N
& +(x—-1) 1 9 en développant par rapport a L
& (x—1)(4-3)=0
& rz=1
Méthode 2. Soit n/ = BC A BE. On a
N 0 0 1
n=|2|A]|=-3]=]0
1 2 0

—_>
n' est un vecteur normal. Dés lors pour M (z,y,2) € P, on a

MeP &  (BMn')=0
r—1 1
& Yy — 2 0 =0
z—1 0
& =1
1
Méthode 3. Avec le méme vecteur 77 [0 |. Il existe d € R tel que P’ : © =d. Or B(1,2,1) P’ donc
0
d=1
D’ou
Pir=1
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—_>
Puisque 7 et n’ ne sont pas colinéaires, on note que P et P’ ne sont pas paralléles et donc sont sécants et
s’intersectent en une droite. Posons D = P NP’. On a directement :

D {5x—3y+7z:8
r=1

Méthode 1. Soit M (z,y,z) € &. On a

MeD {5x3y+728
r=1
-3 —
- { y+72=3
r=1
_ 7
r=1
rz=1
= JHeR, y=—-14+T7t
z = 3t.
Donc des équations paramétriques de D sont
r=1
D:<y=-1+7 ,tekR
z=3t

Méthode 2. On note que 77 (5,—3,7) et 113 (1,0,0) sont deux vecteurs normaux non colinéaires de D. Posons
W=n1 Ans. On a

) 1 0
w=|=-3|A|0]| =|T
7 0 3

Le vecteur @ (0,7,3) est un vecteur directeur de D. De plus, on observe que F (1,—1,0) vérifie x = 1 et
50 — 3y + 72 =5+ 3=8. Donc F' € D. Conclusion,

r=1
D:<y=-1+7 ,tekR
z =3t

4.4 Calculons la distance de ©(1,-2,3) 4 P : 2 +y + 2z = —4. On note que 7 (1,1,1) est normal & P et
A(—4,0,0) € P. Par suite,

—| 7 n
7l 7 7|
- |79 5
[[72]]
5 1
1
= =2 |— |1
3 V3 1
5 —=243]
V3
6
V3
= 2V/3.
Des lors pour étre tangente a P, la sphére a pour rayon R = 2v/3. Ainsi, son équation cartésienne est

donnée par

S: (-1 +W+27+(z-37=12
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4.5 Soient P : 3x + 4z = —1 et S la sphére de centre ©(2,—1,1) et de rayon R = 3. Notons C = PN S. On

@=2°+ @+ 1)+ (z-1)* =09,

note que
S:
On note que 7 (3,0,4) est normal & P et A (1,0,—1) € P. On calcule alors,
—| n
d(Q,P) = ’<AQ‘.,> .,H
=0/ 7]l
- |(x8] )
7]
A et A
B 9 | |VI+T16 |,
13+ 8
5
1
==
= P NS est bien un cercle dont le centre est

Puisque d (2, P) = 15—1 < % = 3 = R, on en déduit que C
donné par H le projeté orthogonal de 2 sur P. On a
n

7]/ 7]
B Y P B 4 S T
1 9| |VI+16 |4 VI+16 |4
2] E
3-8
=|-1| + 9% 0
| 1] |4
1 50 3
=5 —-25| =11 |0
25 4
17
1
=5 —25
-19
Soit B € C. On observe que le triangle BH 2 est rectangle en H. Donc par le théoreme de Pythagore,
797g72257121 _ 104 4x26
B 25 25 25 25

12 =HB*=BO*-HQO* =R?-d(Q,P)°

2v/26

Donc le rayon du cercle est de 2—%26. Conclusion,

C est un cercle de centre H (17/25,—1,—19/25) et de rayon r = 3

5.1 On remarque que A posséde une colonne nulle! Donc | det (A) = 0| et la matrice A n’est donc pas inversible.

5. Calculer un déterminant.
5.2 Le parallélépipede est engendré par A—B)(O, 1,1), E(l, 0,1) et E(l, 1,0). Donc son volume est donné

par YABCDEFGH = ‘det <:4—B>, :4‘5, ﬁ)’ Or
1 1 01 0

0 1j=1 0 1 Cs3 <+ O3 —Cs
1 0 1 1

_ = O

det (4B, AT, A7) -

o
-

=—(-1-1)=2.

’ VaBopErcH = |2| = 2. ‘
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Conclusion,

-1
en dévoloppant par rapport a la premiére ligne
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5.3 Par développement par rapport a la premiere ligne, on observe que

0 -« -~ 0 ag
1 0 -+ 0 a
det(A)=1[0 "~ . o | = (=1)"apdet (I,_1) = (—1)" ay.
. 0 Ap—1
o -~ 0 1 oa,m

Conclusion, ‘det (A)=(-1)"ao ‘ En particulier, ‘ A est inversible si et seulement si ag # 0 ‘

5.4 Calculons,

1 3 =2 1 0 0

det(A)=|-1 4 —1|=|-1 7 -3 g2 : g2 jr ggl
2 -5 2 2 —11 6 3 3 !
7T =3 . . o
=1_11 ¢ en dévoloppant par rapport d la premiere ligne
=42-33=9.
Conclusion,
‘ det (A)=9+#0 donc A est inversible.
5.5 Par opérations élémentaires, on a
D Y e
det (A) = = L3+ L3+ Ly
-1 0 2 0 0o 2 3 -1 i Lo—1
11 -1 1 0 -1 -2 2 T

Par développement par rapport a la premiere colonne puis la premiere ligne,

-3 0 2
det(A)=|2 3 -1 :—3‘
-1 -2 2

3 -1
-2 2

)4'2’_21 _32‘:—3(6—2)+2(—4+3):—12—2:_14,

Conclusion, ‘det (A)=-14#0 ‘ En particulier, ‘A est inversible ‘
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