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Correction de l’'interrogation 7
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Fonctions usuelles
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1. Restituer le cours.

1.1 Les fonctions logarithme et exponentielle :
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1.2 o Soienta>0etb>0.0na

In?(z
lim 2 [In (z)|* =0 et lim E) ) _ 0.
z—0 r—+o0 T
>0
e Soient a >0et b>0.0n a
b eaa:

lim |z|"e* =0 et lim —- = +o0.

r——00 T—+o00 T

1.3« La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout z € R, exp’(z) = exp(z).
o La fonction logarithme est dérivable sur R*. et pour tout z € R%, In'(z) = %

o La fonction cosinus hyperbolique est dérivable sur R et pour tout z € R, ch’(z) = sh(z).

=5
o La fonction sinus hyperbolique est dérivable sur R et pour tout = € R, sh’(x) = ch(z).
—1
Vi-z2’
1
1—z2°

o La fonction arccosinus est dérivable sur |—1;1[ et pour tout x € |—1; 1], arccos’(x) =

 La fonction arcsinus est dérivable sur |—1;1[ et pour tout x € |—1; 1[, arcsin’(z) =

o La fonction arctangente est dérivable sur R et pour tout = € R, arctan’(z) = ﬁ
1.4 On a les relations suivantes :
o Vz € R, ch?(z) —sh*(z) =1
 Vz € R%, arctan(z) + arctan (1) = %
 Vz € R*, arctan(z) + arctan () = —%
2. Manipuler les fonctions logarithme et exponentielle.

2.1 Tous les nombres étant strictement positifs, on a les égalités suivantes :

3/4 3/4
In ((\ﬁ)g/2 \E/i) + In ((711?3) > =In (73/421/5) + In (1761/4>

In(7 112 l<23)
n()+5n()+n [

=W W

In(7) + %ln (2) +3In(2) — iln (M = B In(7) + = In(2).

Conclusion,

In ((\ﬁ)g/2 x/i) +1In ((711?3)3/4> = %111(7) + ? In (2).

2.2 Soit n € N*. Surtout on ne développe pas le logarithme de la somme sur lequel on ne peut rien dire.
Reconnaissant une somme géométrique de raison 3 # 1, on a écrit plutot,

In (; 3k> —In (33; _11> —In (33"2_ 1) —In(3) +1n (3" — 1) — In(2).

Conclusion,




LYCEE
PW\FOUEEML Mathématiques PTSI, IntEnt7 Cor 2023-2024

2.3 Soit f : z — In(2) + In (tan(z)) — In (1 4+ tan(z)) — In (1 — tan(z)). Soit x € R, on a les équivalences
suivantes :

tan(z) existe

f(z) existe & tan(z) >0
1+ tan(xz) >0
1 —tan(xz) >0
54

tan(z) existe

1> tan(z) >0
& T € U}O-l—kﬁr;g—&-kw[.
kEZ

Donc 'ensemble de définition de f est

Dy = U}kﬂ; %'Fk’ﬂ'{.

kEZ

De plus pour tout x € Yy, on a

2tan(z) ) I ( 2tan(x)

<(1 T tan(a)) (1 — tan(x)) 1—ta112(x)> = In (tan (27))..

flx)=1n

Conclusion,

Vo € U}k?‘(;%—Fkﬂ'{, f(z) =In(tan (22)).
keZ

Attention : vous noterez que la fonction x — In (tan (2z)) est définie sur un domaine plus grand que Py :

U ]%T, T+ %T[ cela provient du fait que 1327% peut étre strictement positif lorsque les deux facteurs
keZ
sont strictement négatifs. Dans ce cas l’égalité

2 tan(z)

n ((1 +tan(z)) (1 — tan(m))) = /@)

est fausse mais devient

2tan(x)
In ((1 T tan(z)) (1 — tan(z))

) = In(2) 4+ In (Jtan(z)|) — In (|1 + tan(z)|) — In (|1 — tan(z)|) .

2.4 Soit f : z+— In (%) Soit € R. On a les équivalences suivantes

dr—1>0

f(z) existe & sin?(x) # 0
(4z—1)1/3
sin? (z)

1
x>
& { 4

xZ0 [7]

Conclusion, I’ensemble de définition de f est donné par

.@f::|i;+oo|:\{k'ﬂ'|k€N*}.

De plus pour tout z € %y,
fz) =

1
In (42 — 1) — In (sin®(z)) car & > - et sin?(z) > 0

Wl Wl

In (42 — 1) — 21In (Jsin(z)]) .

Attention sin(z) n’est pas nécessairement positif!!! Conclusion,

Yz € Dy, flz) = %1n(4x—1) — 2In (Jsin(x)]) .

3/
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2.5 On sait que pour tout u € R*, ch(u) > 1. Donc pour tout € R*; on a ch (22) — 1 > 0. Ainsi
‘1a fonction f : x — In(ch (2x) — 1) est définie sur R*

. De plus,

Vz € R*, f(z) =In (ch*(z) + sh*(z) — 1) = In (2sh*(z)) = In(2) + 2In (Jsh(z)]).

NB : en particulier, on peut écrire

fa) = In (2) 4+ 21n (sh(z)) siz>0
YT\ (2) +2In(—sh(z))  siz<O.

Conclusion,
(Ve eR*,  f(z) = (2)+2In(|sh()]). |
2.6 On a )
(62)4111(2) ((673)111(2)) — 8In(2) (—6In(2) _ (2In(2) _ In(4) _ 4
Conclusion,

(62)41n(2) ((e,g)m(z))? _a

2.7 Soit z € R. On a

(ecos2(m) 1 )7 (ec052(1)+sin2(m))7 (61)7

o sinZ(a) 7-18 —11
= = = e = e
(%)’ (e9)?
Conclusion, pour tout = € R,
cos?(x) 1 7
Gy T
(e*)*
n ek2 (ek)2
2.8 Soient n € N* et P, = H <e)1' On a
k=1
n 5 n 5 n 5 n
P, = H (ek e’k el) = H el L — H e+ D" = exp < (k+ 1)2> .
k=1 k=1 k=1 k=1

NB : on aurait pu laisser la forme k? 4+ 2k + 1 et calculer chacune des sommes mais vu comme vous aimez
les changements d’indice, je vous présente cette derniere méthode. Posons j = k + 1. On a alors

n+1 n4+1
1 2)(2
P, =exp Zj2 = exp Zf*l :exp((n+ )(n +2)( n+3)71>
Jj=2 Jj=1

6

<(n2+3n+2) (2n+3)6>
= exp 6

<2n3+3n2+6n2+9n+4n+6—6>
exp G

(2713 +9n% + 13n)
6

(n (2712 +9n + 13) )
= exp 5 .

exp

Le discriminant étant strictement négatif, nous ne pouvons pas factoriser plus.

Conclusion,

n (ek2) (ek)2 n(2n2+971+13)

RIS
e—l

k=1

4]
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nf(e0?)
2.9 Soient n € N* et P, = H T .On a
k=1
n 2 2\ —2 n 2 2 i 66k2 . u
P = e3(k+1)* =3k _ e~ 6(k+1)%+6k* _ _ k ’
n kl_[ ( ) H H e6(k+1)? H Ukt 1
=1 k=1 k=1 k=1
avec pour tout k € N*, ug = eS%* . On reconnait alors un produit télescopique et donc
6
_mo ¢ 6(1=(m+1)?) _ —6(n%+2n) _ ,—6n(n+2)
Pn = Upyy  eS+D? ¢ =° -° '

On pouvait aussi transformer le produit en une exponentielle d’une somme et y reconnaitre une somme
télescopique.
Conclusion, pour tout n € N*,

3. Dérivation.
3.1 Soient a € R} \ {1} et f: 2 — %vx— 5. Soit z € R. On a

& T > 5.
r—5>0 r>5

3z —-1>0 3
I'(z) existe “= { v g & {a: ~5

Notez que le premier connecteur est juste limplication réciproque. En effet dans quelques exercices plus
élaborés, il est possible que les problemes de dérivabilité soient levés par des compensations ad hoc. Par
exemple la fonction x — x+/x est dérivable en 0 bien que la fonction /- ne le soit pas.

Ainsi f est dérivable sur |5; +oo[. De plus pour tout z € ]5; 00|,

. 3Vx -5 log, (3z—1) 1 _6(x—5)+(3z—1)In(3z —1)
"~ 2In(a) (3z — 1) 2 2wz —5  4ln(a)Bz—1)vz -5

Conclusion, f est dérivable sur |5; +oo] et

f'(x)

6(x—5)+ 3z —1)In(3z —1)
4In(a) Bz — 1)z -5
3.2 Soient @ € R \ {1} et f : 2 — ch(2log, (sh(2z))). Soit € R, on a

Vo €15; +oof, f(z)=

f/(z) existe <= sh(2z) >0 & 2r >0 & z > 0.
Donc f est dérivable sur R? . De plus pour tout x € R,

F(a) = (210, (sh (20))) sh (210, (sh (20))) = 2 200 s (2log, (sh (20)

4ch (2z)

= fntaysh @) sh (2log, (sh (27)))

Conclusion, f est dérivable sur |0; +oof et

4 ch (2x)
v 0; "(z) = ———+—sh (21 h (2 .
pel0i ool ) = ot sh (2log, (sh (22)))
3.3 Soit f : x + arcsin (ﬁ) Soit z € R. On a
! ist < -1< ——= <1
f(x) existe T2
1
& I<——«l1 car 1 + 2% > 0 pour tout z € R
1+ 2?2
& 1+a2?>1 par décroissance de la fonction inverse sur R
< z? > 0.
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Donc, f est dérivable sur R*. De plus, pour tout = € R*,

a) = (=) . oy :
Vi- (=) V- ()

2x 1

1+422)°  [Ote?)—1
1+ Jo
2z 1
= — car 14+ 22 >0
2\2 /222474
(1+22)" ke

2x

(L+a2) 2] V2 + 22

Conclusion, f est dérivable sur R* et

2x
Vx € R*, "(z) = — )
v I = = evar e

3.4 Soient a € R% \ {1} et f : & — arctan (2log, (3z +4)). Soit z € R. On a

4
f'(z) existe <= 3r+4>0 & x> -2

Donc f est dérivable sur |—3 ; +o0o[. De plus, pour tout z € |—3 ; +oo|,

2X3
f/(l‘) _ (2 loga (333 +4))/ _ m 6

© 1+44log2 (3z+4) 1+4log?(3z+4) In(a) 3z +4) (1+4log2 (3 +4))

Conclusion, f est dérivable sur ]f% ; +oo[ et

Vxe}—é'—i—oo{ f(z) = 0
3’ ’ In(a) (3z +4) (1 + 4log? (3z +4))
3.5 Soit f:x— ZEEZLZ((ZE% Soit # € R. On a les équivalences suivantes :
—1;1
f'(z) existe <= el & xe]-1;1].
arccos(z) # 0
Donc f est dérivable sur |—1; 1[. De plus pour tout x € |—1; 1],
() arcsin’(z) arccos(z) — arcsin(z) arccos’(z) ai;:isz(f) - —;a/rlciuszgm) arccos(z) + arcsin(z)
T) = = = .
arccos?(z) arccos?(z) V1 — z? arccos?(z)

Conclusion, f est dérivable sur |—1; 1] et

arccos(z) + arcsin(z)

Vo €15 1], fll@)= marCCOS2(x) .

4. Calcul de limite.

4.1 On a )
lim (1 — x)l/w = lim e¥ M(1—2)
z—0 z—0
x#0 z#0
Or, on reconnait la limite du taux d’accroissement de la fonction ¢ : x — In (1 — ) qui est dérivable en 0.
. In(l-2) . In(l-z)-In1) , = -1
e A R
x#0 70

Donc par composée de limites, on conclut

lim (1—2)"/" =e !,
z—0

z#0

/i1
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4.2 On a
lim 2% — 1 = lim e®"(®) —1 = ¢ -1 =0,
z—0 z—0
>0 x>0

4.3

4.4

4.5

par croissance comparée. Donc par composition, en posant u = x® — 1,

2arccos (z® — 1) — 7

lim = lim
x—0 x®t —1 u—0 U
x>0 u#0

2arccos (u) —

= lim 2
u—0

arccos (u) — 5

On reconnait alors le taux d’accroissement de la fonction arccos qui est bien dérivable en 0. D’ot,

= 2arccos’(0) =

2arccos (¥ —1) —7 arccos (u) — arccos(0
lim ( ) =2 lim (w) ©)
z—0 z® —1 u—0 u—20
>0 u7#0
Conclusion,
2arccos (2% — 1) —m
lim ( ) = -2
x—0 Tt — 1
x>0
Par croissance comparée,
lim 3 In(z) =0
x—0
x>0
Donc en posant u = 22 In(x), on a
1 — cos (2® In(z)) . l—cos(u) 1
W) A% a3
>0 % In*(z) W0 u
Conclusion,
. l—cos(z®In(z)) 1
lim 12 =—.
229 26 1In”(z) 2
On a 3+log, (z) 3
ogy(x n(x)
im o hm & ey 2@ _
z—+oo arctan(x)z?  z—+oo arctan(z)
3 3
e 2e
Or1<2In(2)et lim ———— = —. Donc
z—+oo arctan(x) ™
3+log,(x) 23
e e
im ———— = —xe *=0.
z—-+oo arctan(x)z? T
Conclusion,
e3+10g;2(35)
lim —— =
z—+o0 arctan(z)x?
On a pour tout z € R, —1 < cos(z) < 1. Donc pour tout = > 0,

m -
z—+o0 arctan(x)

-2

d’apres le cours.

3 1-21n(2)
e e ln(;) In

car sh (xg) > 0.

-1 o cos(z) 1
sh(x3) = sh(23) = sh(z3)
Or
lim sh (xg) = +o0.
r—+00
Donc
-1

lim

@——+oo sh (23)

Donc par le théoreme d’encadrement,

= lim

1

. cos(x)
1 —_—
—+too sh (x3)

0.

7]

@——+oo sh (z3)

Vi—o?
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4.6 En posant u = % —()) +00, on a
r—r

x>0
. 2 a2
_ch(s) . ch(u) el fe . euTu feTuTu
lim 22 = lim — = lim ———= lm ——W
x—0 ez u—+oo e% u—r~+00 2eu u— 400 2
x>0
2
] efu (175)4»67“7“2
= lim
u—-+00 2
. 2 1 . 2 .
Or, lim —u*|{l—=—)=-0cox1l=—-0c0cet lim —u—wu”=—o0. Ainsi,
UuU—+00 u uU—r—+00
y ch (%) e®+e™> 040 0
1im T = = = .
e 2 2
Conclusion,
1
ch (=
lim M =0.
= o

5. Equations.
5.1 Soient x € R et (E) : 227! + 4% = 15. En posant X = 2%, on a les équivalences suivantes
(B) &  2x2°4+2% =15 &  2x2°4+(2)%*=15
& 2X+X°=15
& X?+2X-15=0.
Soit A le discriminant associé. On a A =444 x 15 =4 x 16 = 64. Ainsi

—2+8 —2-38
=3 oU X-= =
2 2
2*=3 ou 2*=-5
zln(2) _

-5

(E) = X =

e®m2 =3 ou e
zIn(2) = In(3)

—5 impossible

r ¢ 0

Conclusion, pour tout x € R,

In(3)
27t 447 =15 =
+ < T m(2)
5.2 Soient (a,z) € (R \ {1})2. On a
In(z) In(a)
1 = 1 =
= In®(z) = In*(a) car In(z) #0 et In(a) #0
& In(x) = In(a) ou In(z) = —In(a).
1
ad r=a (0]V) r=—.
a
Conclusion,
1
log,(z) = log,(a) & r=a ou r=—.
a
5.3 Soit z € R. On a
27" =37 & @ =B o 221n(2) = 23 In(3)
= =0 ou In(2)=zIn(3)
Conclusion,
In(2
2v =3" = r=0 OU zx= n(2)
In(3)




LYCEE

R ZJ\FQ'IEEML Mathématiques PTSI, IntEnt7 Cor 2023-2024

5.4 Soit x € [-1; 1]. En posant X = arcsin(z), on a

(arcsin(z) — 5) arcsin(z) = —4 & (X-5)X=-4

& X?P-5X+4=0

& (X-1D(X-4=0
& X=1 ou X=4
4

arcsin(z) =1 OU  arcsin(z) = 4.

Or arcsin(x) = 4 est impossible car arcsin(z) € [-5; 5] € ]—2;2[. Conclusion, pour = € [—1; 1],

‘ (arcsin(z) — 5) arcsin(z) = —4 & x = sin(1). ‘

5.5 Soit € R. On a les implications suivantes,

arctan (x) 4+ arctan (z + 1) = %
= tan (arctan (z) 4+ arctan (z + 1)) = tan (%) =1
N tan (arctan (z)) + tan (arctan (x + 1)) 1 arctan (z) € | -5 5|
= car

1 — tan (arctan (z)) tan (arctan (x + 1)) arctan (z + 1) € ]7g ; z [
N r+x+1 1

l—z(z+1)
= 2r+l=1-2a?-z
= 2 +32=0
= z(r+3)=0
= z=0 OU z=-3.

Or on remarque que si x = —3,

arctan (z) + arctan (z 4+ 1) = arctan (—3) + arctan (—2) <0+ 0 < %

Donc —3 n’est pas une solution. Ainsi

I'équation arctan (z) 4 arctan (z + 1) = 7 admet au plus une solution donnée par z =0 ‘

NB : il est possible ici de faire la phase de synthése. Si x =0, on a

arctan (r) + arctan (x 4+ 1) = arctan(0) + arctan(1) = 0 + % = %

Donc 0 est bien une solution. Conclusion 0 est l'unique solution de l’équation arctan (z)+arctan (x + 1) =
s

T
5.6 Soient x € R et (E) : arcsin (z) + arcsin (zv/3) = 3. On a

(E) est bien définie & re[-1;1] et 2v/3 € [-1;1] &= x € {—

Soit x € [f% ; %J On a alors les implications suivantes :

arcsin (z) + arcsin (x\/§> = g
= cos (arcsin (x) + arcsin (x\/g)) = cos (g) =0
= cos (arcsin (x)) cos (arcsin (m\/g)) — sin (arcsin (z)) sin (arcsin (x\/§>) =0
= x\/g))—mxx\/gzo.

cos (arcsin (x)) cos (arcsin (

Soit u = arcsin(x). On sait que cos®(u) = 1 — sin®(u). De plus, u = arcsin(z) € [—5; 5]. Donc cos(u) > 0.
Ainsi,

o fi]
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5.7

De méme, on obtient que cos (arcsin (x\/g)) = /1 — 322. Par suite,

(B) =  V1-22/1-322 -2 (V3z) =0
= 1 —22)(1 - 322) = V3a?
= (1—3:2) (1—3332):33:4
= 3zt — 422 +1 =322
1

2—7
= 2" =7
= _1 ou _ !

Orsix:f%<0,ona

arcsin (x) + arcsin (x\/g) <0< g

donc (F) n’est pas vérifiée. Conclusion,

I'équation arcsin (z) + arcsin (zv/3) = 3 admet au plus une solution donnée par z = 3 |

Notez qu’ici encore, les valeurs étant remarquables, il est possible de faire la synthése compleéte : si x = %,
alors on a bien

+7T
3 2

1
arcsin (x) + arcsin (ac\/g) = arcsin (§> + arcsin (?) = %

Donc x = % est bien solution. Conclusion, © = 1/2 est l'unique solution de arcsin (x) + arcsin (:E\/g) = 3.

Soit € R. On a les implications suivantes :

3m

3
1 = tan (arctan(3z) 4+ arctan(10zx)) = tan (—ﬂ-) =-1

arctan(3z) + arctan(10x) = 1

tan (arctan(3x)) + tan (arctan(10x))

= = _
1 — tan (arctan(3z)) tan (arctan(10x))
N 3+ 10z 1
1 -3z x 10z
13z

e |
1 — 3022

=
= 13z = —1 + 3022
= 3022 — 13z —1=0.

Soit A le discriminant associé, A = 169 + 120 = 289 = 172. Par conséquent les racines associées sont

_13-17 _ _ 4 _ _ 1 _ 13417 _ 30 _ 1 A:oos
L= = —go = —ig €t re = g5 = 55 = 3- Ainsi,
3m 1 1
arctan(3x) + arctan(10x) = — = r=—-— 0OU z=—.
(3z) + (10z) = — T 5
Or on observe que si = —1= alors 5z < 3z < 0 et donc arctan(3z) + arctan(10z) < 0 < 3T. Par

conséquent, f% n’est pas solution. Conclusion,

1
L’équation admet au plus une solution et si celle-ci existe elle vaut nécessairement z = 2

NB : on ne peut pas procéder directement d une synthese ici, cependant on peut observer que la fonction f :
T m

x — arctan(3z) + arctan(10x) est continue sur R strictement croissante sur R, lim f(x) = 5 "5 =
T——00
_ 3m

3
- < Iﬂ <m= liIJIrl f(z). Donc par le théoréme de la bijection, I’équation f(x) = °f admet une et une
r—+00

seule solution. Le calcul précédent montre que la seule solution possible est 1/2. Conclusion,

L’équation admet une unique solution donnée par x = 3

10/11]
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5.8 La fonction arctan est définie sur R donc ’équation est définie sur R. Soit x € R. On a les implications

suivantes :
(E) = tan (arctan(x) + arctan (1 — x)) = tan (%) =1
tan (arctan(z)) + tan (arctan (1 — x)) _ car {arctan(x) e|-5: %]
1 — tan (arctan(z)) tan (arctan (1 — x)) arctan(l —z) € |-%; Z[
N r+1—zx _1
l-z(1—x)
= l=1-—xz+22
= 2 —z=0
= z(x—1)=0
= r=0 OU z=1.

Donc les seuls réels candidats sont 0 et 1.

Réciproquement, si z = 0, alors

arctan(z) + arctan (1 — ) = arctan(0) + arctan (1) = %

etsix=1,
7
1

Donc z = 0 et & = 1 sont solutions. Conclusion, I’ensemble solution est donné par

arctan(z) + arctan (1 — x) = arctan(1) + arctan (0) =

11/11]



