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d’entrainement
Calcul d’intégrales

\.

Correction de l’'interrogation 9

1. Restituer le cours.
1.1 Soit I un intervalle de R et f : I — K. On dit que f est € sur I noté f € € (I,K) si et seulement si

1.2

1.3

e f est dérivable sur [

e f’ est continue sur I.

Soient [ un intervalle de R, a € I, A€ Ket f: 1 — K. Si f est continue sur I alors la fonction F' définie

par
I — K

F:n s A—i—/rf(t)dt,

est €1 sur I et est I'unique primitive de f telle que F(a) = A.
Soient (a,b) € R%, a <bet f € € ([a;b],K). Alors,

qumt

</uww.

1.4 Soient (a,b) € R? a < b, et (f,9) € € ([a;b] ,R)? telles que
Vte[a;b],  f(t) <g(t).
Alors,
b b
[ swars [gwan

1.5

1.6

1.7

Soient (a,b) € R?, a #bet f € .F ([a;b],R). On suppose que
o La fonction f est continue sur [a;b],

o la fonction f est positive sur [a; b],

b
. / f(t)dt =0.
Alors pour tout ¢ € [a;b], f(t) =0.

Soient (a,b) € R? et u et v deux fonctions € sur [a;b]. Alors

b - b
[ e =fuweei, - [ uwvea

Soient I et J deux intervalles de R, ¢ : I — J une fonction ¢! sur I, f : J — R une fonction continue sur

J. Alors, pour tout (a,b) € I?,

(@)

©(b) b
/ f@w:/fw@vam

2. Reconnaitre une primitive/Savoir dériver. Dans chaque cas, I’ensemble des primitives est donné par :

2.1 {xH%e@—FC’C’ER}.
2.3 {z — arctan () + C | C € R}.
2.5 {xH%ch(%)—l—C}CER}.

2.7 {zH%sh(eSI)+C’|CER}.

2.2 {z+ %arcsin(3In(z)) + C | C € R}.
24 {or 55+ 0| Cer).
26 {z—sIn([1+2?)+C=Lim(1+2%) +C|CeR}.

2.8 {x+—>%(a:ln(:1:)fx)2+0 ' CER}.
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29 {z 21()+0)06R} 2.10 {2 L@+ 10 | C e R}.
2.11 {z — arctan (ch(z)) + C | C e R}. 2.12{z— In(jsin(z)|) +C | C e R}.
213 {z— ;In(ln(42)|)+C | C eR}. 214 {z — In (|22 +3z+5|) + C | C e R}.
2.15 {xb—> 2Sh2(x +C ’ CER} 2.16 {z — —3 arccos’(z) + C | C e R }.
Dans chaque cas, la dérivée est :
221 x s 22, 2.22 2 5 2 ch(x) sh(z) es* @)
3(In(z)+1)z3® _ ch(z) sin(sh(z))
223 — T /Toate " 224z — cos?(cos(sh(z))) *
2
10z e®® —1
2.25 x +— Py 2.26 x +— (e pe—Trt
(3+101715$2) e’ cos(x) ln(sh(m2)) 2z ch(a:z) In(sin(x))
227 xTr +— W 228 xTr +— SiIl(Qf) + Sh($2) .
2 sh(z) 6 ch(2x) sh?(2)
229z — ) 230z — oSt (I ()
231 x+— (295 In (In(x)) + %) (ln(az))w2. 2.32x +— (3 + 2tan (3z) + 3tan® (3z)) €?
arctan(z) _ : cos(x)
233z — o) i arconi) 2.34 x + —In () sin(x)m .
2.35 3 1 S (@) 2.36 7 5 e e’ oo

z(1+1n%(2))

3. Dérivation.

3.1 Soit n € N. La fonction ¢ — t"T1e! est continue sur R et donc notamment sur [0; 1]. Donc .

Posons pour tout ¢ € [0; 1],
u(t) = et
v(t) = "L

Les fonctions u et v sont 4’ sur [0; 1] et pour tout ¢ € [0; 1],
u'(t) =€t
V()= (n+1)t".
Donc par intégration par parties,
1 — 1
Iy = / t"tretdt = [t t]t 0 / (n+Dt"etdt =e—0— (n+1)1I,.
0 0

Conclusion,

Loy =c—(n+1) 1|

3.2 La fonction z — arccos(z) est continue sur [—1; 1] donc @ +— e*°*5(®) est continue sur [0; 3] et donc

2
. Posons pour tout x € [O; %},

—_—
S
—_ o~
8 8
—
f'DmH
5
Q
Q
]
BN
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Donc par intégration par parties,

1/2 _1 1 earccos(r)
I = earccos(m) de = xearcco%(r) -2 _ rdz
/0 [ [ A
earccos(%) 3 earccos(x)
=—— -0+ ———uxdx
2 o V1—ax2

T L
es 2 x
= 4 earccos(z) dz.
2 /0 V1—22

On pose pour tout x € [O; %],

{u(m) —V1—2z2

U(.%‘) — arccos(w) .
1;

Les fonctions u et v sont € sur [0; ] -

u'(2) = s
U/(x) _ _earccos(m)

Vi—z2 °

Donc par une seconde intégration par parties, on obtient

=< + [~ V1= a2emees@] A / Vet ——

arccos(m)

VAl —x2

3 3 + = ,
:%_ Zeg_’_ei_/o edrccos(m) dx
sl \/g_l fud
=e? — es —1.
2
Donc 21 = e>= —‘/‘3’2_1 3. Conclusion,
I—le% \/g_le%
2 4

3.3 La fonction a — cos(a)ch(a) est continue sur R donc sur [—7; 0]. Donc . Posons pour tout

a € [—m; 0],
u(a) = sin(a)
{v(a) = ch(a).

Les fonctions u et v sont ¢! sur [~ ; 0] et pour tout a € [—7; 0],

u/(a) = cos(a)
v .

Ainsi, par une intégration par parties,

0 0 0
I= / cos(a) ch(a) da = [sin(a) ch(a)]ZjiTr — / sin(a) sh(a) da = —/ sin(a) sh(a) da.

On pose alors pour tout a € [—7; 0],
u(a) = — cos(a)
v(a) = sh(a).

Les fonctions u et v sont € sur [~ ; 0] et pour tout a € [—7; 0],

{u’(a) = sin(a)

Par une seconde intégration par parties, on trouve

0
I =—]—cos(a)sh(a )]a__w + / —cos(a) ch(a)da = — (sh(—7) +0) — I =sh (7)) — 1.

—T

3/



3.4

3.5
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D’oti, 21 = sh (7). Conclusion,
sh
()
2

Pour tout « > 2, 22 —1 > 0. Donc va2 — 1 existe et z ++v22 —1> 2 > 2 > 0. Donc In (m—i— Va? — 1)
existe. Ainsi la fonction x — In (:v + Va2 — 1) est bien définie sur [2; 3] C [2; 4+o00[ et est méme continue

sur [2; 3] car composée de fonctions continues sur leurs ensembles de définition. Donc . Posons
alors pour tout = € [2; 3]

Les fonctions u et v sont ¢ sur [2; 3] car pour tout z > 2, 22 — 1 > 0 et donc x — /22 — 1 est bien ¢!
sur [2; 3]. De plus, pour tout a € [2; 3],

u'(z) =1
UI(LL‘) — 1+2\/12 1 1+\/1~;71 — Va2—1+zx _ 1
z+vx2—1 z+vx2—1 m271(x+\/m271) Va2—1"

Ainsi, par intégration par parties,

I:/ln(:ﬂ+\/ )dxf[xln(er\/i $3 / \/7
zsm(gwg)_zln(gwg)_Wz_l]:f

=2

=3In(3+2v2) —2In (2+ V3) — VB + V3.

Conclusion,

I=3m(3+2v2) -2 (2+V3) —2v2 + V3.

La fonction 6 + 6 arctan®(6) est continue sur R donc sur [0; 1] donc . Posons pour tout § € [0; 1]

u(d) = &
v(0) = arctan? (6) .
Les fonctions u et v sont ¢! sur [0; 1] et pour tout 6 € [0; 1],

u'(0) =46
o(0) = 25

Donc par une intégration par parties,

I= /O 1 6 arctan®(9) df = g arctanz(ﬁ)} ::1) — /0 1 Zj%%a;w) de
= %arctan2 (1)—0-— /01 % arctan (0) dd
= g—; —/Olarctan(ﬁ) — %I;i@)do
= ;L; —/01zamctan(@)d@—i—/01 %lzge)de.

Posons pour tout 6 € [0; 1]

{ 0) =6
v(f) = arctan (6) .

Les fonctions u et v sont ¢! sur [0; 1] et pour tout 6 € [0; 1],

{u’(&) =1
v'(0) = H%‘

4/
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Alors par une intégration par parties dans la premiere intégrale,

2 ) 5 0=1
i - arctan (9)}
I = — — [farctan (6 Tz {7
B [0 arctan ( )]9:0+/0 1+ 92 + 2 0=0
™2 7 {1 2 r_l m
st 45
7 r ) )
16 1 2 '
Conclusion,
I 7T2 f47T+81H(2)
= 16 '

4. Savoir faire un changement de variable.

4.1 Pour tout z € R, ch(z) > 1 et donc ch(z) —1 > 0. Donc f est bien définie et méme continue sur R et donc
sur Ry et donc admet donc des primitives sur R, dont 'une est donnée par le théoréeme fondamentale de

I’analyse par
xT
F: m»—)/ v/ch(t) — 1dt.
0
x z et _|_eft -2
F(z) = h(t) —1dt = ——dt.
@= [ Vo |V

On pose pour tout ¢ € [0;x] (ou [x;0]), y = e’ i.e. pour tout y € [1;e%] (ou [e%;1], t = ¢(y) = In(y). La
fonction ¢ est bien définie et méme ¢ sur R*% donc sur [1;e”] et dt = ¢/(y) dy = 4% Donc,

Soient z € Ry. Alors,

© Jy+i-21
o [,

1 Y

22y 411
- [,

1 2y oy

Ly —1
_72/1 T2 dy

1 [ y—-1
:7/ y3 dy cary>=>lcarz >0

1 Y32

- AT

 q 1 1 2 1¥7°
Lt -5 |2+ )

y=1

NB : on se rend compte a posteriori que [’on pouvait obtenir ce résultat directement par les formules sur
les fonctions hyperboliques : on sait que pour tout t € Ry,

Ainsi
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4.2

4.3

Conclusion, ‘ f admet des primitives sur R ‘ données par

Ry =R

7= xr—>2xf2ch(g)+0

CeR

Pour tout z € R, 1 + sh2(x) > 1> 0. Donc f est bien définie et continue et admet donc des primitives sur
R dont I'une est donnée par le théoreme fondamental de ’analyse par

F: T / Lh;t) ch(t) dt.
o 1-+sh (t)
Soit z € R. On a

_[" 1+4sh(t) .
Plz) = /0 T

On pose pour tout u € [0;2] (ou [x;0]), u = p(t) = sh(t). La fonction ¢ est € sur R donc sur [0;2] et
du = ¢'(t) dt = ch(t) d¢t. Donc,

sh(z)
F(z) = / dtu o
0 1+ u?

sh(z) 1 sh(z) "
/0 T+t /0 Tru? ™

u=sh(z)
= [arctan (u)]zzzh(x) + B In (]1+ uﬂ)}
u=0

= arctan (sh(z)) + % In (1 + sh?(z))

= arctan (sh(z)) + %ln (ch?(2))
= arctan (sh(x)) + In (ch(x)) car ch(x) > 0.

Conclusion, ‘ f admet des primitives sur R ‘ données par

x + arctan (sh(z)) + In (ch(z)) + C ‘ e R} .

{R—ﬂ[{

Pour tout = € ]0; «[, sin(x) > 0. Donc f est continue sur |0; 7| et admet donc des primitives sur cet
intervalle dont I'une est donnée par le théoreme fondamental de I'analyse par
xr
1

F T -
= sin(t)

Soit € ]0; 7[. On a

|
F(J?):/g mdt

Pour tout t € [%,x] ou [:c; gJ, on pose s = tan (%) qui est bien défini car [%,m} C ]0; [ et done pour
us

t € [5:2] CJ0;7[, on a bien £ € |0; 5[ € Zhan. De facon équivalente, on pose pour tout s € [1;tan (£)]
(ou [tan (£);1]), t = ¢(s) = 2arctan(s). La fonction ¢ est bien € sur [1;tan (£)] et on a dt = ¢/(s)ds =

1152 ds. De plus, par les formules de I'angle moitié, on sait que sin(t) = 1?@ 5. Ainsi,
tan(%) 1+ 52 2
Fa) = [ ;
tan (%) 2s 1+s
tan(%) 1
—/ —ds
1 s
s=tan( %
= M (12
X X
=1n (tan <§>) car tan (5) >0carxz€]0; 7[.
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4.4

4.5

Conclusion, | f admet des primitives sur ]0; 7| ‘ données par ’ensemble

10;7[ =R
7= len(tan(%))%—C Cek

Pour tout z € R, 1+sin?(x) > 1 > 0. Donc f est continue sur R et donc notamment sur ] 555 [ et admet
donc des primitives sur cet intervalle dont I'une est donnée par le théoreme fondamental de I’analyse par

r 1
o 14sin”(t)
Soitxe]—g; %[ On a

¥ 1
F(x):/o HTnQ(t)dt

On pose pour tout ¢ € [0;z] (ou [z;0]), a = tan (t) qui est bien défini car [0;2] € |-%; Z[ € Ztan- De
fagon équivalente, on pose pour tout a € [0; tan(x)] (ou [tan(z);0]) t = p(a) = arctan(a). La fonction ¢ est

bien définie et méme ¢! sur R donc sur [0; tan(x)] et dt = ¢’(a)da = Hd_ﬁ De plus sin?(t) = 1 —cos?(t) =
2
1-— m (formule de la dérivée de la fonction tangente). Donc sin?(t) = 1 — W = 11,7 - Alnsi
tan(x) 1 1
F(z) = / s da
0 1 —+ 1+ 5 1 +a
tan(z) 1
= —d
/0 1+2a2°"
tan(x) 1
:/ —————da
o 1+ (V)
1 \[ a=tan(x)
= arctan a }
T
f 2arctan (\f tan )
Conclusion, | f admet des primitives sur ]—% ; %[ données par
RN
I = CeR
2arcta 2ta
o (i)

Pour tout x € RY, 1+ 26> 1> 0et z #0. Donc f est bien définie et méme continue sur R% . Donc f
admet des primitives sur R* dont I'une est donnée par le théoréme fondamental de I’analyse par

T V14+t6
F + dt

Soit x € R}. On a

VL4t
t

On pose pour tout t € [1;2] € R (ou [z;1]), § = V1 +1t5 ou encore pour tout 6 € [\/5, V1 +z6] (ou
[\/1 +x6;\/§]) t=p(0) = (- )1/6 La fonction ¢ est €' sur ]1;+oo[ donc sur [\/ﬁ, V1 +x6] et

dt = SDI (0) do = 6(92391)5/6 df = 3(02— 1)5/6 de. AlnSl
F(z) / " f i do
€Tr) =
Vi (02-1)"3(62 - 1)%"
1 /““6 62 W
S 3J)ys 02—1

7/8)
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On commence par « extraire la partie entiére de la fraction » en remarquant que 6% = #% —1 + 1, puis on
décompose en éléments simples :

1 Vite? 1
F(x):f/ L o 0
m 1
/ do
BERN B CESICES]
1/v1+ 1+ 1/2 1/2 "
3 )z -1 60+1
1 1 1 0=Vita®
=7P+*MW—H%~4MW+H4
3 2 0=v2
1 1. (—1\]"=V1+"
- _ >0 — .
3{9+21n(9 )} carf+1>260—-1>0
 V1+at 11 \/1+x6—1 1 \/§+lln V2 -1
3 16 VIitab+1 3 2 V2+1) )

=C

Simplifions un peu notre résultat. Posons C; = % \f 2+ 5 Ln (g_& )) Deés lors,
2

V1 6 1 V142t -1
Fla)=Y% 1y ) e
3 \/1—|—x6—|—1 ) (VIta®-1)
2
1126 1 1+x6—1
VIS L, e
3 6 1—1—3;6—1
VIta® 1 ( 1+x6—1
:7+71n -4
3
_ 1+a:6 ( 1—|—x6—1>_01
Conclusion, | f admet des primitives sur R7 | données par
R+4)R
S = Vitat 1. (V1+ab-1 CeR

5. Manipulation du petit o.

5.1 Soit A(x) =0 © (23 + 42?) + 230 (cos(x) + 1). Puisque 2? < 4z%, on a o (2® 4 42?) =0 (42?) =

z—0
o (2?). De plus cos(z) = 1 tandis que 2 = +00 donc cos(x) < L et o (cos(z) + 1) o o(L). Par
suite, z%0 (cos(z) + 1) = 2?0 (1) =, (z?). Ainsi,
x x

A(z) = o(2®) +o(z?) 0O (z?).

z—0

Conclusion,

5.2 Soit B(x) = o3z +o(In(x
Ainsi, 0 (3z + o (In(z))) T

))+o(e®)+7z3. On aIn(x) < 3z et donc a fortiori, o (In(x)) < 3z.
xr—r+00 xr—r+00
(3x) b O (z). De plus z z_><§_m e” et donc o(x) mﬁm e’ ie. olx) =

T—+00
0(e®). De méme 722 = o(e®). Donc
T—+00

Q\_/
w —
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Conclusion,
_ T
B(x) T o(e").
5.3 Soit C(x) = o(x* —20(In(z)) +€**) + o(y/z). On observe que In(z) — —oo, 2 — 0 et e** — 1.
z—0 z—0 z—0 x—0
Par conséquent, 73 < e** < In(z). Ainsi,

5.4

5.5

x—0 z—0

23 — 50 (In(z)) +e** = o(In(z)) —20(In(z)) + o (In(z)) = o(In(z))

z—0 z—0

et mon 011! Ainsi,
) (:c?’ — 20 (In(x)) + ezm) = o(o(ln(z))) = o(ln(z)).

z—0 z—0
Enfin, \/z <, In(z) donc
C(z) = o(In(z))+o(n(z)) = o(In(x)).

z—0 z—0
Conclusion,
C(x) o© (In(x)) .
Soit D(x) = cos(z) — 80 (1) o (v/x) 4+ o(ln(z + €*)). On observe que pour tout z > 0,
T—r+00

In(z+e”)=In(e")+In(l+ze ) =z+n(l+ze®).

Or par croissance comparée, ze~* — Oetdoncl4+2ze ™ — 1. Ainsi,In(1+2e ) — 0et donc
Tr——+00 r——+00 Tr— 400

notamment In (1 +ze™™) < . Ainsi,
r—r+00

o(ln(z+e”) = o(@+ln(l+ze™™)) = ofx).

T—+0o0

D’autre part, cos(x) <§r x donc
Tr—r+00

Puisque /z < =z, on conclut que
T—+00

D(z) = ofx).

T—+00

Soit E(x) =0 (ﬁ) +o0(e*) + 5o (ﬁ) +o(x—1). Posons h=x —1 — 0. Alors,

E(x) =00 (%) +o (") + 50 (sinl(h)> +o(h).

1
s sin(h) sin(h) h 0 : 1 1 A
n sai == —— 1 donc 24 = — — 3 = rement dit = .D
On sait que —; " donc T E 0 autrement dit S0 h<<0 72 ou,

() +5o () o ()

De plus, e"*! — e et h — 0. Donc h < e <« L. Do,
h—0 h—0 h—0 h—0

On n’oublie pas de revenir a la variable initiale :




