Séries numériques

Dans tout le chapitre, X\ =R ou C.

1 Définitions

Définition 1 : Soit (u,)neny une suite de nombres. On appelle série de terme général wu,, la suite
(Sn)nen définie par :

Sn:u0+u1+...+un:2uk
k=0

e Pour tout entier naturel n, u, est appelé le terme général d’indice n de la série et S,, la somme
partielle de rang n.

e On note Z u, la série de terme général w,,. Ainsi, (S, )nen = Zun

n>0 n>0

e On dit que la série Zun converge quand la suite (S,)nen converge. La limite de cette suite est

n>0
+00 n
alors appelée somme de la série et est notée : 5 u, = lim S, = lim E Uy
0 n—-+o0o 7r++u)k 0
n= =

Si la série E u, ne converge pas, on dit qu’elle diverge.
n>0

Définition 2 : Soit (uy,),eny une suite de nombres. Si Z u, converge, alors on appelle reste d’ordre n

n>0
+oo +o0
de la série la valeur : R,, = E up — S, = E Up.
k=0 k=n+1

Proposition 1 : (admise) La série a termes complexes E u, est convergente si, et seulement si, les
n>0

deux séries a termes réels E Re(u,) et E Im(u,,) sont convergentes et dans ce cas :
n>0 n>0

+o00 +o00 —+00
Z Uy = Z Re(uy,) +1 Z Im(uy,)
n=0 n=0 n=0



2 Exemples de séries usuelles

2.1 Somme télescopique

Proposition 2 : Soient (u,),eny une suite de nombres, (v, )nen la suite définie par v, = u, — Upi1.
La série E v, converge si et seulement si la suite u converge.

n>0
+oo
En cas de convergence, on a E Uy, = Up — lm u,.
n—4o0o
n=0
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N
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Y Ezemple : Etudier la nature de Z m

2.2 Série géométrique

Proposition 3 : Soit ¢ un complexe. La série de terme général q" converge, si et seulement si, |q|<1,

et dans ce cas :
+o0
I
n=0 1= q
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R
&7
+oo

Y Exemple : Calculer 244‘2.
k=0



2.3 Séries géométriques dérivées

Proposition 4 : (admise) Soit q un réel tel que |q|<1. Alors,

2
n—1 n—2
an = et Zn(n - 1" =
— (I—q)? —~ (1—9q)?
& .
' Exemples : 1) Calculer Zk(g)k
k=1
+o0o
k(k—1
2) Calculer Z ( o )

2.4 Série exponentielle

Théoreme 1 : Pour tout complexe z, la série E — converge et :
n!
n>0

+oo .
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N +o0o k
2
' Exemple : Calculer Z
—1)!
p (k—1)

3 Condition nécessaire de convergence

Théoreme 2 : Si la série de terme général u,, converge, alors la suite (u,),en converge vers 0.

DEMONSITALION &« . o e e e e

Conséquence : Si le terme général d'une série ne tend pas vers 0, alors la série diverge. On parle de
divergence grossiere.

4 Opérations usuelles

La réciproque est fausse en général . Exemple : u, = In(1+ ).

Théoreme 3 : Soit \ un scalaire. Si les séries de terme général u,, et v,, sont convergentes de sommes
respectives U et V, alors :

e [a série de terme général u,, + v,, converge vers U+V

e |a série de terme général \u,, converge vers AU



Il se peut tres bien que Z u, diverge, que Z v, diverge et que Z(un + v, ) converge.
n>0 n>0 n>0
-1
Exemple : v, = — et v, = —.
n

5 Séries a termes réels positifs

Proposition 5 : Soit (u,),en une suite a termes réels positifs.

La série E u, converge si et seulement si (S,,), est majorée.
n>0
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Proposition 6 : Soit (u,)nen €t (v,)nen deux suites a termes réels positifs.
On suppose que Vn € N, u,, < v,.

e Si E v, converge alors E u, converge.
n>0 n>0

o Si Z u,, diverge vers +oo, alors Z v, diverge.

n>0 n>0

DEMONSITATION & - . oo e e,

N
A

9 4 &
Y Ezemple : Etudier la nature de Z Ln(n)

3n

Proposition 7 : Soit (u,)nen et (vn)nen deux suites a termes réels positifs.

Si u,, ~ v,, alors g U, et E v,, sont de méme nature.

n>0 n>0
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—+oco —+oc0o
On n’a pas E Uy ~ E Up,
n=0 n=0




Proposition 8 : Soit ng € N et f : [ng — 1;+oo[— R une application continue et décroissante sur
[ng — 1; +00[. Alors pour tout entier N > ny :

[ iwas i s | N f(z)da

0

DEMONSITATION = . . o oo e,

Remarque : Si f est croissante, on a le résultat suivant :

On fera attention a ne pas appliquer ce théoreme a des séries complexes ou des séries
dont le terme général ne garde pas un signe constant.

N+1

S (k) < / f(w) da

k=ng no

/ Nl f@)do <

1
Définition 3 : On appelle série de Riemann toute série de la forme E — ou « est un réel.
n
n>1

L L. . 1 . .
Théoreme 4 : La série de Riemann E — converge si, et seulement si, a > 1.
n
n>1
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6 Série absolument convergente

Définition 4 : Soit (u,)nen une suite de nombres. La série E u,, est dite absolument convergente si
n>0
la série E |u,| converge.

n>0
+oo
Notation : On note alors Z |un| < +o0
n=0



Théoreme 5 : Soit (u,),eny une suite de nombres. Si la série g u, est absolument convergente,
n>0
alors elle est convergente.

DEMONSITATION = o o
, . (=)™
o La réciproque est fausse. Exemple : u,, = .
n
2%
3 . sin(n
' Exemple : Montrer que la série g (2 ) converge.
n

Proposition 9 : Soit v une suite a termes réels positifs et u une suite (réelle ou complexe) telles que

U, = O(vy,). Si la série E v, converge, alors la série E u, converge absolument.
n>0 n>0
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Remarque : La contraposée donne un critere de divergence.

e
3V

Y Ezemple : Etudier la nature de la série Z exp(—v/n).



