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Corrigé du Devoir Surveillé 7
Représentation matricielle et variables
aléatoires

Probleme I - Représentation matricielle

Partie 1 : Mise en place des matrices
On note j le complexe j = e'5 . Dans le C-espace vectoriel € (R, C), on définit les fonctions suivantes :

I R —- C Iy R — C fo ! R — C
g s et 20 o T Brop s T
On pose alors € = (f1, f2, f3) et E = Vectc (€¢). On note également

R - C
x — jx

Enfin pour tout f € E, on pose T'(f) = for.
1. (a) Soient (x1,x2,23) € C3 tel que a1 f1 + x2fs + 23f3 = O%(r,c)- Posons pour tout = € R,
9(x) = 21 f1(3) + 22 fol@) + w3 f3(x) = 21" Fa0 &7 w3677
En particulier, pour x = 0, on a
0=g(0) =x1 + x2 + 3.

De plus la fonction g est deux fois dérivable sur R comme somme de fonctions qui le sont et pour
tout x € R,

d(x) = z1 6" +jxg?® +j5%23 e

() = 216" +5220 7 5y

Or j* =1 et j* = j. Donc Vx € R, ¢"(z) = @1 e” +j2ws &I +juzel’*. Or g = O (r,c) implique
que ¢’ =¢" = 0%(R7C). Donc en particulier,

0=g'(0) =z + jro + jx3
0=g"(0) = z1 + j%x2 + jas.

Conclusion, on obtient :

T1+x9+23=0
(S) : {x1 4 joo + j223 =0
z1 + j%x9 + joz =0
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(b) On a les équivalences suivantes :

1 +x9+2a3=0
(S) & (Gj—Daa+ (j°—1)z3=0
(=D a2+ (G—1a3=0
1 +x9+2x3=0
{x2+(j+1)x30
(J+1Daze+23=0
1 +x9+2x3=0
{x2+(j+1):1c30
(1-G+1)?) 23 =0
1 +x9+2x3=0
& {x2+(j+1)1:30
(=42 —2j)x3=0
1+ 22 +23=0
{xg+(j+1)x30
—j(+2)x3=0

z1 =0

ZL‘3:0

Conclusion,

Lo+ Loy— 14
L3(—L3—L1
car j —1#0

L3<—L3—(j+1)L2

xo =0 car j#0et j4+2#0.

’(8) = :E1:IL‘2:$3:0.‘

2. Montrons que ¢ = (f1, f2, f3) est libre. Soit (21,72, 23) € C? tel que x1f1 + xofs + 23f3 = 0% (r,C)-
Alors par les questions précédentes, (x1, x2, x2) est solution de (S) et donc x1 = x93 = 3. Donc € est
libre. Or par définition de E, € est une famille génératrice de E. Conclusion,

“5 est une base de E et dim (F) = Card (¥¢) = 3.‘

3. Calculons pour tout z € R,

Ceci étant vrai pour tout z € R, on a bien T'(f1) = f2, T (f2) =

(
7€) = (fa. f3, ) -]

f3 et T'(f3) = f1. Conclusion,

4. Montrons que T est linéaire. Pour tout (), ) € C2 et tout (f,g) € E?, on pose h = A f + ug. Alors,

pour tout z € R, on a

T (h)(z) = hor(x) = h(jx) = X[ (jx) + pg (jr) = A for(z) +pgor(z) = AT (f) (x) + uT (g) (x).

Ceci étant vrai pour tout x € R, on a donc T'(A f +ug) = T (h) = AT (f) + uT (g). Donc T est
linéaire. Montrons maintenant que 7" est a valeurs dans E. Soit f € E = Vectc (%). Alors, il existe

(A1, A2, A3) € C3 tel que f = A1 fi + A2 fa + A3 f3. Donc par linéarité de T, on a

T(f)=TM A+ fotA3f3)=MT(f1) + T (f2) + 3T (f3).

2/i9
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Donc par la question précédente,
T(f)=Mfo+ X fs+ A3 f1 € Vecte (¥) = E

Donc T : E — E. Conclusion,

T € Z (FE) est un endomorphisme de E. ‘

5. T est une endomorphisme de E de plus, par la question I'image de ¥ par T est donnée par
T (€) = (fa, f3, f1). Or par permutation circulaire des vecteurs, on a

rg (f2, f3, f1) = 18 (f1, f2, f3) =18 (€¢) =3 car € est libre.

Donc rg (T'(¢)) = 3 = dim (E) = Card (T (¥¢)). Donc T (%) est libre et génératrice de E. Donc T (%)
est une base de E. Donc T envoie une base sur une base et donc T" est un isomorphisme. Conclusion,

‘T € GL (E) est un automorphisme de E.

6. On sait que T'(f1) = f2, T (f2) = f3, T (f3) = fi. On a donc directement

0 0 1
M=maty (T)=1{11 0 0
010
3 -3 -1
Onpose u =T —T? A=maty (u), B=[0 2 0
1 -3 1
7. On a directement
0 1 0 01 0 0 1
A=-M-M*=—(1 0 0]—-(1 0 0]x[1 00
010 010 010
0 0 -1 010
=1 -1 0 0 —10 0 1
0 -1 0 1 00
0o -1 -1
= -1 0 -1
-1 -1 0
Conclusion,
0 -1 -1
A= -1 0 -1
-1 -1 0

8. Puisque A = maty (u). On a directement u (f1) = —f2 — f3 i.e.

Ve eR,  u(fi)(@)=—folz) — f3(z) = — el —el™®.

9. Soit v 'endomorphisme de R? canoniquement associé & B. Pour tout (z,y,z) € R3, on a

x 3 -3 —1 x 3x —3y — 2
v(z,y,2)=B|yl=10 2 0 ||y|l= 2y
z 1 -3 1 z T—3y+=z

Conclusion,

V(:E,y,z)ER3, v(x,y,2) =Bz —3y —z,2y,x — 3y + 2).

3/19
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On note w 'endomorphisme de E tel que B = maty (w) = B.

Tl
10. Soit f € E tel que maty (f) = |x2|. Déterminer w (f). Notons X = maty (f) et Y = maty (w (f)).
€3
Alors, on a
3 -3 -1 X1 3.7}1 — 3.7}2 — X3
Y=BX=|0 2 0 To| = 219
1 -3 1 €3 r1 — 3x2 + x3
Donc

‘w(f) = (3z1 — 3z — x3) f1 + 222 f2 + (w1 — 322 +$3)f3-‘

Partie 2 : Trigonalisation de B

3 1
Onposea= 1| et b= |0].
0 1
x
11. Soient A € C et X = |y| € C3. On a les équivalences suivantes :
z
XGKeI‘(B—)\Ig) = (B—)\Ig)XZO(CS
3—XA =3 -1 x
& 0 2—A 0 y| = 0¢s
1 -3 1-=-A z
B3=XNzxz—-3y—=z] [0
& 2-Ny 0
lz—3y+(1—-X)z]| |0
B-XNzx—-3y—2z=0
& 2-=XNy=0
x—=3y+(1—-X)z=0
Premier cas, si A = 2. Alors,
r—3y—2z=0
X € Ker (B — 213) & 0=0 & xr=3y+z.
x—3y—z=0
Donc
3 1
Ker (f —2I3) = Vect | [1], [0
0 1
Les deux vecteurs obtenus n’étant pas colinéaires, ils forment une famille libre et donc une base de
Ker (f — 213).

Deuxieme cas, supposons que A # 2. Des lors,

B-Nz—2=0

XeKer(B-\) & y=0
z+(1-XN)z=0
z=0B-Nzx

& y=20

z+(1-X)B—-XNx=0
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12.

13.

Donc

X € Ker (B — \13) &

Dans ce cas, Ker (B — \I3) = {O¢s}.

Conclusion,

z=B-Nz
(143-4X+X)z=0
z=B-Nz
y=20
(4—4X+X)z =0
z=3-MNx
=0
(A=2)2z=0
z=B-Nz
y=20
z=0
r=y=2z=0.

car A # 2

3 1
Ker (B —M\I3) =Vect [ |1], |0
0 1

et VA e C\{2}, Ker(B—M\I3) ={0cs}.

Par la question précédente, on a Ker (B — 2I3) = Vect (a,b) donc (a, b) est une famille génératrice de
Ker (B — 213). De plus les vecteurs ne sont pas colinéaires donc forment une famille libre. Conclusion,

3 1
(a,b) = 1l,10
0 1

est une base de Ker (B — 2I3).

Attention, si vous avez obtenu une autre famille précédemment, il faut effectuer des opérations élé-

mentaires pour reconstruire (a,b).

Puisque B — 2135 = maty (w — 2Idg), alors, on obtient que

| Ker (w — 2Idg) = Vect (3f1 + fo, f1 + f3) .|

Par la question précédente, on a dim (Ker (B — 213)) = Card (a, b) = 2. Donc par le théoréme du rang,

rg (B — 2I3) =3 —dim (Ker (B —2I3)) =3—-2=1.

Donc une seule colonne non nulle de B — 213 suffit & engendrer toute I'image (qui est donc une droite

1 -3 -1
vectorielle). Or B—2I3 = 0 0 0 |]. Conclusion,
1 -3 -1
1
Im (B —2I3) = Vect | [0 = Vect () .
1

Et ainsi,

| Tm (w — 21 p5) = Vect (fi + f3) .|

/19
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x
14. Soient z € C* et ¢ = |0]| et B, = (a,b,c). On a
0
3 1 x 3 1 z z 1 3
rg (%) =1g 11,10], |0 =rg|1 0 0)]=rg| 0 O 1 C1 < Cs
0 1 0 010 010

Cy + (.

Puisque z # 0, on a bien 3 pivots, donc rg(%4,) = 3 = dim (F) = Card (4,). Donc %, est libre et
génératrice. Conclusion,

B, = (a,b,c) est une base de C>.

15. Puisque v est associé & B dans la base canonique de C3, on a
Ker (v — 2Id¢s) = Ker (B — 213) = Vect (a,b) .
Donc a € Ker (v — 2Idcs) i.e.
(v —2Ides) (a) = Ocs = v(a) — 2a = O¢s & v(a) = 2a.

De méme, v (b) = 2b. Enfin, on cherche z et donc c tel que v (¢) = 2c+ b i.e.

x x 1 3 -3 -1 x 2z +1
B0l =20+ 10 & 0 2 0 0| = 0
0 0 1 1 -3 1 10 1
3z 2 + 1]
& 0] = 0
- x 1 -
{3x =2x+1
-~
r=1
& xz=1.
1
Posons z = 1 et donc ¢ = |0|. Alors, par les équivalences précédentes, on a v (¢) = 2c¢+b. Conclusion,
0
2 00
Siz =1, alors matg, (v)=10 2 1
0 0 2

Partie 3 : Diagonalisation de A

On pose e = f1 — f3, e2 = fo — f3, e3 = fi1 + fo + f3, B = (e1,€2,€3) et enfin P = maty (A.).

16. Par définition de P et de 4, on a directement,
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17. Par opération élémentaire, on a

Li+ Lo+ Ls
- =

3

Conclusion,

18. Puisque rg (P) = 3, on en déduit que P = maty (%4,) est une matrice inversible. Conclusion,

‘%’u est une base de E. ‘

1 0 -1 -1
19. Ona X =maty (e1) = | 0 | et A=maty (u)=| -1 0 —1 |]. Donc
—1 -1 -1 0
0 -1 -1 1 1
Y =maty (u(er))=AX=[-1 0 —-1])]o|=|0]|=x
-1 -1 0 -1 -1

Donc u (e1) = e1. De méme,

0 -1 -1\ [0 0
maty (u(e2)) = -1 0 —1 ]| 1|=]1] =mate(e).
-1 -1 0/ |[-1 ~1
Donc u (e2) = e2. Enfin,
0o -1 -1 1 —2
maty (u(ez)) = -1 0 —1]|1| =|-2| = —2maty (e3).
-1 -1 0 1 —2

Donc u (e3) = —2e3. Conclusion,

‘u (AB.) = (e1,e2,—2e3) . ‘

20. Directement, par la question précédente, on a

o O

D =matg, (u) =

o o =
o = O

21. Par la formule de changement de base, on a

‘A — PDP~! ou encore D = PLAP. ‘

22. On a les égalités dans E suivantes :

2e1 —ea+e3 2fi—2fs—fot+f3+fit+fotf3

3 = 3 = fi.

Conclusion,

2e1 —eg te3
3

7/i9

= fi.
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23. Par la question précédente, on a
1 2
matg, (fi) =< |—1
3
1
Donc pour tout n € N|

matg, (u" (f1)) = matg, (u")matg, (f1) = D"matg, (f1).

Or pour tout n € N (y compris n = 0), on a par récurrence,

10 0
D"= (0 1 0
0 0 (=2)"
Par conséquent,
10 0 1 [ 2 1 2
matg, (u"(f1))=10 1 0 3 —1| = 3 —1
0 0 (-2)" 1 (—2)"

Or en posant X' = matg, (u™ (f1)) et X = maty (u” (f1)),

1o 1N\, [ 27 [[2+(2"
X=pPX'=( 0 1 1)g| -1 |=qg|-1+(-2"
-1 -1 1 (—2)" —14(=2)"

Finalement en repassant dans F, on obtient alors,

W (fy) = 2+ (=2)") fit (“1+(=2)") fo+ (=14+(=2)") fs
3
GBI+ ()N A+ 1+ (=2)) fo+ (214 (=2)") f

3
(_2)3_1(f1+f2+f3)-

=fi+

Donc en posant A =1 et p, = (_22:_1, on obtient bien le résultat souhaité. Conclusion,

Vn € N, u"(fl):f1—|-(_2);_1(f1+f2+f3)-

Partie 4 : Vecteurs propres de A et de B

On considere les ensembles suivants :

Ex={XeC®|INeC, AX =2X}
&g ={XeC®|3ueC, BX =puX}

24. Soit X € C3. On a

Xeéy &  3ueC, BX =uX
& ueC, (B—ulz) X =0¢s
& dueC, X € Ker(B— pul3).

Premier cas, u # 2 et donc par la question X € Ker (B — ul3) = {0¢3}. Deuxiéme cas, u = 2 et
donc X € Ker (B — 213). Donc

Xeép &  X=0c OU X €Ker(B—2I5).

/19
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25.

26.

Or O¢s € Ker (B — 213). Finalement,
X €63 & X € Ker (B —2I3).

Conclusion,

| &5 = Ker (B — 2I3) .|

Soient X € C3 et Y = maty, (X), A € C. Rappelons que D = matg, (u), A = maty (u), P =
maty (%,) et A= PDP~!. Donc on a X = PY. Dés lors,

X € Ker (A —\1I3) & AX =X
&  PDP'PY =)\PY
& PDY = P (\Y)
& DY =)\Y car P est inversible
& Y e Ker (D — \I3).

Conclusion,

| X €Ker(A—\I3) & Y €Ker(D—\I3) .|

Soit A € C. On a
1—-A 0 0

D-Az=| 0 1-Xx 0
0 0 —2-2)

SiAe C\{1;—-2}. Alors, 1 =X\ #0, =2 — XA # 0 et donc rg (D — A I3) = 3 i.e. D — A I3 est inversible
et donc Ker (D — A I3) = {0¢s}. Or, pour X € C3, on a les équivalences suivantes

X €&y & JNeC? X €Ker(A—\I3)
& INeC?, Y € Ker (D —\1I3) par la question précédente
& INEC, Y €Ker (D —\I3) = {0¢s}
OU Y € Ker(D —13) OU Y € Ker (D + 2I3)
= Y € {0c3} OU Y € Ker (D — I3) UKer (D + 2I3) .

Or {0¢s} C Ker (D — I3) UKer (D + 2I3). Donc,
X eéy & Y € Ker (D — I3) UKer (D + 213) .

En raisonnant comme a la question précédente, on a Y € Ker (D — I3) UKer (D +2I3) & X €
Ker (A — I3) UKer (A + 2I3). D’ou,

X €&y = XGKeI‘(A—Ig)UKeI'(A-i-QIg).

Conclusion,

’gA:KGI‘(A—Ig)UKeI'(A—}—Z[g).‘
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Probléme II - Variables aléatoires

On lance & plusieurs reprise une piéce retournant pile avec une probabilité p € ]0;1[ et face avec une
probabilité ¢ =1 — p € ]0;1[. On supposes les différents lancers identiques et indépendants. On s’intéresse
aux nombres de séries de résultats identiques. Plus précisément pour tout n € N*, on note IV, le nombres de
lots de résultats identiques consécutifs observés entre 1 et n. Par exemple, en notant F' le fait d’obtenir face
et P le fait d’obtenir pile, dans la série FFPPPPFFPPP. Alors pour un tel w, on a Nj (w) = Ny (w) =1
puis N3 (w) = Ny (w) = N5 (w) = Ng (w) = 2, N7 (w) = Ng (w) = 3 et enfin Ny (w) = Nig (w) = N1 (w) = 4.
Pour tout n € N, on note X, la variable aléatoire retournant 1 si la piece a donné pile et 0 sinon.

Partie 1 : Lois initiales

1. En deux lancers, il est possibles d’effectuer PP, PF, FP ou FF. On obtient pour Ny dans chaque
cas 1, 2, 2 et 1 respectivement. Donc 'univers image de Ny (2) est donné par Na (2) = {1;2}, en effet
ou les deux lancers sont identiques et No = 1 ou les deux lancers sont distincts et No = 2. Deés lors,
(Ng — 1) (©2) = {0;1}. Nécessairement, on en déduit que Ny — 1 est une loi de Bernoulli. Calculons

son parametre :
P(No—1=1)=P(Ny =2) =P (X1 # Xo).

Or ((X;1 =0), (X1 = 1)) forme un systeme complet d’évenements. Donc par la formule des probabilités

totales,
IP(NQ—l:l) :]P’(Xl #XQ ‘ X, :O)P(Xl :0)—|—P(X1 7éX2 ‘ X, :1)P(X1 :1)
=P(Xo=1)P(X1 =0)+P (X2 =0)P (X5 =1)
car les deux lancers sont indépendants
=px(l=p)+(1—-p)xp car X; ~ % (p) et Xo ~ Z (p)
=2p(1—-p).
Conclusion,

(Np—1~Z(2p(1-p)).|

On a donc directement d’apres le cours,
E(N2—1)=2p(1-p)
et

V(N2 —1)=2p(1-p)(1-2p(1-p))
=2p(1—p)(1—2p+2p%).

Par linéarité de I’espérance,
E(Ny) =E(No—1)+1=2p(1—p)+1=1+2p—2p°.
Par propriété de la variance,
V(No) =V (Ny —1) =2p(1—p) (1—2p+2p?).

Conclusion,

E (No) =14 2p — 2p? et V (N2) =2p(1—p)(1-2p+2p?).

2. (a) On observe que (N3 = 1) est I’événement les deux premiers lancers sont identiques : (X; = X3).
Dans ce cas, pour obtenir (N3 = 2), il faut ajouter un troisiéme lancer différent des deux premiers
et donc

[(N2 =1, N3 = 2) = (X1 = X5 # X3) |

10/[19)
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(b) Par la question précédente, on a
P(N2=1,N3=2) =P (X1 = X3 # X3).

Or (X1 =0),(X; =1)) forme un systéme complet d’événements. Donc par la formule des pro-
babilités totales,
P(Ny=1,N3=2)=P(X; = X5 # X3, X1 = 0) + P(X1 = X5 £ X3, X; = 1)
—P(X1=0,X=0,X5=1)+P(X; =1,Xo =1, X3 = 0)
=P(X;=0)P(Xe=0)P(X5=1)+P(X; =1)P(Xo=1)P(X35=0)
car X1, X9, X3 sont indépendantes

=(10=p)A=p)p+pp(l-p)
=p(l-p)(1-p+p).

Conclusion,

‘P(N2=1,N3=2):P(1—P)-‘

3. On note qu’en trois lancers, il est possible de faire

¢ trois lancers alternés : PF'P ou FPF et donc N3 = 3,
e deux lancers identiques et un troisieme distincts : PPF, FFP, PFF, FPP et donc N3 = 2
e ou enfin trois lancers identiques : PPP ou FFF et donc N3 = 1.
D’ou
N3 (©2) = [1;3].
Dés lors, l'univers image du couple (N3, N3) est inclus dans [1;2] x [1;3]. On procede de la méme

fagon que dans la question précédente, on observe que (N2 =1, N3 =1) = (X; = X2 = X3). Dong,
toujours par la formule des probabilités totales,

P(Ny=1,N3=1) = (Xlng X3)
=P(X1=X0=X3,X1=0)+P(X; = Xo=X3,X;=1)
:IP’(X1:OX2—OX3—0)+IP’(X1—1Xg—lX3—1)
=P(X1=0)P(X2=0)P(X3=0)+P(X; =1)P(Xo=1)P(X5=1)

par indépendance.

=(1-p’+p
=1-3p+3p> —p’ +p’
=1-3p+3p*

On observe qu’il est impossible d’avoir moins de séries a I’étape 3 qu’a 1’étape 2. Donc
P(Ny=2,N3=1)=0.

Par la question précédente, P (Ny =1, N3 =2) =p(1 —p).

L’événement (No =2, N3 = 2) = (X; # Xy = X3). Donc

P(Ng=2,N3=2)=P(X; #Xo=X3,X1=0)+P(X; # Xo=X3,X1 =1)

(X1=0,X0=1,X3=1)+P(X;=1,X2=0,X3=0)

(X1 =0)P(Xo=1)P(X3=1)+P(X; =1)P (X2 =0)P (X3 =0)

par indépendance

—P
—P
=(1-p)p*+p(1-p)
=(1-ppl+1-p

=(1-p)p.

11/19
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Egalement,

Enfin,

P(Ny =1,N3 =3) = 0.

P (N2 =2,N3 =3) =P (X1 # X2 # X3)

P(Xl :O,XQ = 1,X3 :0)+P(X1 = 1,X2 :O,ng 1)
—-p)p(1—=p)+p(1—p)p
—-p)p(l—p+p)

Conclusion, on obtient le tableau suivant :

NB : on vérifie que 1 —3p+3p*> +3p(1 —p) =1—-3p+3p?> +3p—3p> =1 OK!

. Par la question

No=i\N; = j 1 2 3
1 1-3p+3p% | p(1—p) 0
0 p(1—p) | p(—-p)

P(Ny=1)=P(No—1=0)=1-P(No—1=1)=1-2p(1—p)=1—2p+2p* = (1 — p)> +p*> > 0.

Donc P (Ny = 1) # 0 et par définition, pour tout ¢ € [1;3], on a

P(Ns=i|No=1)=

P (N3 =i,Ny =1)

P (N3 =4, Ny = 1)

P (N, = 1)

1—2p+ 2p?

Par la deuxieme ligne du tableau de la question précédente, on en déduit que

P(Ns=1|Ny=1)

P(Ny=2|No=1)=

P(Ny=2|Ny=1)=0.

1 — 3p + 3p?
1 —2p+2p?’
p(1—p)

1—2p+2p?’

Conclusion, la loi conditionnelle de N3 sachant (N2 = 1) est donnée par

Jj 1 2 3
. 1—3p+3p2 1-
]P)(NB =J ’ Ny = 1) 1_211:222 110(2p+p2172 0

Soit i € [1;3]. On sait que ((Ny = 1), (Ny = 2)) forme un systéme complet d’événements (incompa-
tibles) donc d’apres la formule des probabilités totales,

Donc d’apres la loi conjointe donnée par le tableau de la question [3] on obtient

P(N3=1i)=P(N3=1i,No=1)+P (N3 =1i,No =j).

P(Ng=1)=1-3p+3p*>+0=1—3p + 3p*

P

(

N3 =2) =

Conclusion, la loi marginale de N3 est donnée par
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2

1—-3p+3p® | 2p(1—p)

p(1-p)

6. Par les questions précédentes, on a

mais

P (N, =1)P (N3 =3) =

D’ou,

Conclusion,

7. Par définition,

P(Ny=1,N3=3)#P(Ny =1)P (N3 =3).

P(Ny=1,N3=3)=0

(1-2p(1-p))p

(1-p)

(1-2p+2p°)p(1—p)
(A=p)*+p*)p(1—p) >0

car p € ]0; 1].

‘Les variables Ny et N3 ne sont pas indépendantes. ‘

Donc par la question [5]

3
E (N3) :Z (N3 =Ek).

E(N3)=1x (1-3p+3p*)+2x2p(1—p)+3 xp(l—p)
=1-3p+3p* +7p(1—p)

=1+4p—

4p2.

D’autre part, par le théoréme de transfert puis la question

3
= K’P(N3 =
k=1

=1-3p+3p° +17p(1—p)
=1+ 14p — 14p°.

Donc par la formule de Koenig-Huygens,

V(N3)

Conclusion,

—E (N3) —E(N3)? = 1+ 14p — 14p> — (1 + dp — 4p%)°
16p* —

=1+ 14p — 14p?

—1-

= 6p — 22p? + 32p° — 16p*
=2p (3 — 11p + 16p*
=2p(1—p) (3—8p+8p2).

_ 8p3)

16p*

=1"x(1-3p+3p°) +22x2p(1—p) + 3> x p(1—p)

— 8p + 8p* + 32p°

E(N3) =1+ 4p — 4p*

et V(N3)=2p(1—p)(3—8p+8p?).
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On suppose dans toute la suite que p = g = % i.e. que la piece est équilibrée. Soit n € N, n > 2.

8. On note que (N, = 1) équivaut a avoir obtenu toujours le méme résultat au cours des n lancers :

P(N,=1)=P(X1=Xo == Xp,).
Or ((X; =0),(X; = 1)) forme un systéme complet d’éveénements, donc par la formule des probabilités
totales,
P(NnZI):]P)(XlzXQ::Xn,X1:O)+P(X1=X2=:Xn,X1=1>
=P(X;=0)P(X2=0)...P(X,,=0)+P(X; =1)P(X2=1)...P(X,, =1)
par indépendance
=1-p"+p"
1 1 1 1
=on ton = 3T car p = .

Au contraire, (N,, = n) équivaut a avoir eu des lancers alternés a chaque fois :
P(Np=n)=P (X1 #Xo# Xo#... # Xy)
=P(X1 #Xo# ... #X, X1 =0)+P(X1 # Xo# ... # X, X1 =1).
Supposons n pair,
P(Nn:n):IP)(Xl :O,ngl,...,anl)—i—P(Xl :1,X2:0,...,Xn:0)
=PX;=0)P(X2=1)..P(X,,=1)+P(X;=1)P(Xy=0)...P(X,, =0)

par indépendance

De la méme fagon, si n est impair, P (N,, =n) = 271%1 Conclusion,

9. Soit k € [2;n]. Puisque ((X,, =0), (X, =1)) forme un systéme complet, on a par la formule des
probabilités totales,

P(Npp1 =k Xnp1=1) =P (Npy1 =k, Xny1 =1, X =0+ P(Nps1 =k, Xpy1 = 1, X, = 1).

On note que si (Np41 =k, Xp41 = 1, X, = 0) est réalisé alors, les lancers n et n 4 1 sont distincts et
donc Np+1 = N, +1ie N, = Npi1 — 1. Des lors,

(Nn+1 :kaXn+1 = 1,Xn:0) = (Nn:kflaXnJrl = 17Xn:O)

Au contraire, si (N1 =k, X401 = 1, X, = 1) est réalisé, alors les lancers n et n+ 1 sont identiques,
donc Np4+1 = N, et ainsi

(Nn+1 = kvXn—i—l =1,X,= 1) = (Nn = kvXn—f—l =1, X, = 1)
Par suite,

P(Npp1 =k, Xnp1 =) =P(Np=k—1, X1 =1, X, =0+ P(Np =k, Xpp1 = 1, X, = 1)
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10.

De plus, on note que N,, dépend entierement de Xi, Xs,..., X, et X, 1 est indépendante de ces
variables aléatoires. Par conséquent, X, 11 et IN,, sont indépendantes. Mieux, X, 41 est indépendante
du couple (Ny, Xy,). Donc

P(Npyq =k, Xps1=1) =P (Xps1 = )P (Ny =k — 1, X, =0) + P(Xpp1 = 1)P (N, = k, X,, = 1).
Or X1~ %B(p) =% (3). Do,
1 1
P(Nut1 =k, Xopr = 1) = 5P (N = k = 1, X, = 0) + P (N = k, X, = 1).

Conclusion,

1 1
ke [lin+1],  P(Nay =k Xop =1 = PNy =k Xy = 1)+ ;P(No =k~ 1,X, =0).

Soit k € [2;n], de méme que dans la question précédente, on a

P(Nn+1 = k,Xn+1 = O) :P(Nn+1 = kaXn—i-l :O,Xn = 0) +]P)(Nn+1 = k‘,Xn+1 = O,Xn = 1)
=P(Ny =k Xn4s1=0,X,=0)+P(Ny=k—1,Xp41=0,X, =1)
=P(Xp1=0)P(Ny =k X, =0)+P (X, 1 =0)P(N, =k —1,X,=1)

1 1

Puisque ((Xp+1=0),(X,t1 = 1)) forme un systéme complet d’événements, par le formule des pro-
babilités totales,

P(Nps1 =k) =P (Npy1 =k, Xny1 = 0) + P(Nny1 =k, Xnp1 =1).

Donc par ce qui précede et la question précédente,
P (Nt = k) = %IP’(NR — kX, = 0)+ %IP’(N” k=1, X, = 1)
%]P’(Nn =kX,=1)+ %P(Nn =k-1,X,=0)
_ % (P (N = k, X = 0) + B (N, = k, X, = 1))

_|_

1 1
par la formule des probabilités totales car ((X, =0), (X, = 1)) forme un systéeme complet d’évene-

ments. Donc

(P(Np,=k—-1,X,=1)+P(N,=k—-1,X,, =0))

N |

Wk [2n], P(Nay = k) = %P(Nn :k)+%]P’(Nn:k—1).

De plus, si k = 1, alors par la question 9P (Nppq = 1) = 5, P(N, =1) = 2,1%1 et P(N, =0)=0.
Donc

1 1
+0:27:P(Nn+1:k)

1 1 1
SP(N, =k)+-P(N,=k—1) ==
A )+ 5P ) =5 X g

De méme, si k =n+1, P(Nyy1 =n+1) = 55, P(N,=n+1)=0et P(N,=0) =n+1-1=
P (N, =n) = 5:=. Donc

1 1 1 1 1

Conclusion, dans tous les cas,

1 1
ke [lin+1],  P(Naw=k) = P(No=k)+ P(Na=k-1).
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Pour tout ¢t € R, on pose,

n+1
G, (t) Zt’ﬂp n=k) et Gn,.,(t) Zt P (Npt1 = k)

11. On observe que la fonction Gy, étant polynomiale est dérivable sur R et
VtER, Gy, Zktk 'P(N, = k).

En particulier,
n
=Y kP (N, =
k=1

Ce qui est la définition de I’espérance. Conclusion,

N, (1) =E(Ny).

On admet dans la suite que
V(N,) =GR, (1) + G, (1) = Gy, (1)*

12. Soit t € R. Par définition,
n+1

Zt]P n+1—k)

Donc par la question précédente,

n+1
G, i, (1) Ztk< (N, = k) + ]P’(Nn:k—l))

n+l n+l
thkIP’ )+ > ZtkIP’ N, =k—1)
th’“JP’ Ny = k) +0+17§tk]P’ Np=k—1)+0
k=2
n+1

= t*P(N, =k —1
QGNn + Z )

Posons k = k — 1 dans la seconde somme. Alors,

Conclusion,
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13. Soit t € R. Par la question précédente, on observe que la suite de réels (G, (t)), ey~ €st une suite

géométrique de raison g = % Donc

Vn 2 2, GNn(t)Z( 2 ) Gn,(t)
Orparlaquestlon. (N2=2) =2p(1—-p) =2x3x(1—13) =1 et domc P(Na=1) =1-—
P(Ny =1) = 5. Ainsi,
t 2 t(l+t
GNQ(t):t]P’(N2:1)+t2]P’(N2:2)—§+§— (2 )
Ainsi,
1+t>” 2t(1+t) (1+t>”—1
=1
et = (1 . !
Conclusion,
1+t n—1
Vn > 2, Vt € R, Gn, (t) =t 5 .
14. Soit n € N, n > 2. On sait que E (N,) = G’y _(1). Or par la question précédente, G, est dérivable
sur R et
n—1 n—2
141
vVt e R N < > t(n—1 ()
e R, 5 +t(n )2 5
<+ >” <1+t (n—l)t)
2 2
< +> 21+nt
2
En particulier,
1+1\"?14n n+1
E(N,) = G, (1) = (+27) _ntl
(N) = Gy, (1) = (1 e
De plus, on a également,
V(N,) =GR, (1) + Gy, (1) = Gy, (1)*
Or pour tout ¢t € R, comme n > 2,
L(1+t\" P 14+nt  (1+t\"?
- (57 ()
Or, () = (=25 > T\ 2
<1+t)"_3((n—2)(1+nt) 1+tg)
S\ 2 4 2 2
<1+t)"_3n—2+n(n—2)t+n+nt
S\ 2 4
<1+t)"_32n—2+n(n—1)t
-\ 2 4 '
Ainsi,
V(N)_<1+1>"—32n—2+n(n—1) n+1 <n+1>2
"N 2 4 2 2
_n*4+n—-2 2n4+2 n’+2n+1
B 4 4 4
~n—1
==
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Conclusion,
1 —1
E(N) =20 o vy ="
2 4
En particulier si n = 3, on obtient
3+1 3—1 1
(N3) = —; et V(N3)=— 5

Or par la question [7]avec p = 1/2,
E(N3)=144p—4p*=14+2—-1=2
1 1
V(N3) =2p(1—p) (3 8p+8p?) =5B-4+2) =1

Conclusion,

‘les résultats obtenus sont en accord avec la question ‘

15. Soient n € N, n > 2 et t € R. Par la question on a

G (8) = t (12”)”1 .

Par la formule du binéme de Newton,

Conclusion,

Posons P =3}, (Zj) 235—51 €R,[X] et Q=371 X*P(N,, = k). On observe que P et @ coincident
sur R. Donc P — () admet une infinité de racines et donc P — Q = 0 i.e. P = @) ou encore

" (n—1\ Xk LN
Z(k_1>2n_1:kZIXIP’(Nn:k).

k=1

Par unicité des coefficients d’un polyndéme, on conclut que

N, (Q) =[1;n] et Vk € [1;n], P(N, =k) = (Z: 1) 2n1—1‘

18/[19)



Mathématiques PCSI, DS7 Cor Samedi 15 juin 2024

17. Soit k € [1;n + 1]. Avec la convention (";1) = ("__11) =0, on a par la question précédente,

1 1 1fn—1\ 1 1({n-1)\ 1
ZP(N, = “P(Ny=k—1)=- -
5P k) + 5P k=1) 2(k—1>2”—1+2<k—2>2"—1

)6

1 1 1( n
2]P>(Nn_k)+2P(Nn_k—1)_zn(k_l).

Par la formule de Pascal,

Or par la question précédente, on a P (Np41 = k) = 2% (kﬁl). Conclusion, on retrouve bien que

1 1
VkeLin+1],  P(Npy=k) = JP(Na=k) + P (Ny =k —1).

La variable aléatoire N, compte finalement le nombre de fois ot la piéce a changé de face. Dans le cas
d’une piéce équilibrée, et uniquement dans ce cas la, la probabilité de changer de face ne dépend pas de la
face obtenue précédemment. Autrement dit, en notant &, pour k € [2;n], la variable aléatoire retournant 1 si
l’on change de face (X = Xk—1) et 0 sinon, on obtient des variables & de méme loi de Bernoulli, £ ~ %A (%)
et de plus indépendantes! Ainsi &g + -+ + & ~ B (n -1, %) Or on observe que N, = 1+ & + --- + &,.

Donc N, () = [1;n] et on retrouve bien dans ce raisonnement que pour tout k € [1;n],

P(Np=k)=P(1+&+ - +& =k)
=P(&+--+&=k—-1)

_(n-— 1 1 1
T\ k—1/2k-19n-1-(k-1)

_(n—1 1
S \k—1)2n 1"
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