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Interrogation 19 d’entrainement
Espaces préhilbertiens

1. Restituer le cours.

1.1
1.2
1.3
14
1.5

1.6

Définir un produit scalaire.

Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Enoncer le théoréeme de la base orthonormée incomplete.
Définir I'orthogonal d’un espace vectoriel. Propriétés 7

Enoncer la formule du projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension finie et celle sur un
hyperplan.

Définir un espace de Hilbert.

Révisions

1.8

Réciter un développement limité de ’exponentielle ou ch ou sh ou cos ou sin ou = +— ﬁ ouz+—In(l+x)
ou arctan ou (1 + z)* a I'ordre n en 0.

2. Montrer qu’une application est un produit scalaire.

2.1

2.2

2.3
2.4

2.5

1
Soit E = € ([0;1]). Montrer que ¢ : (f,g) — / (f(t)g(t) + f'(t)g'(t)) dt est un produit scalaire sur E.
0

Soit E = C vu en tant que R-espace vectoriel. Montrer que ¢ : (z,z) — Re (2z’) est un produit scalaire
sur .

1
Soient n € N et E = R[X]. Montrer que ¢ : (P,Q) — / t"P(t)Q(t) dt est un produit scalaire sur E.
0

Soient n € N*, E=R" et D = diag(aq,...,a,) € Z, (R) une matrice diagonale & coefficients diagonaux
strictement positifs, pour tout i € [1;n], a; > 0. Montrer que ¢ : (X,Y) = XT DY est un produit scalaire
sur F.

Soient n € N* et E = R,,[X]. Montrer que ¢ : (P,Q) — ZP(k)(k)Q(k)(k) est un produit scalaire sur E.
k=0

3. Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

1
Soit E = Ry[X] muni du produit scalaire : V (P, Q) € Ro[X]?, (P|Q) = / P(t)Q(t) dt. Déterminer une
-1
base orthonormée de F.
Dans R* muni de son produit scalaire usuel, déterminer une base orthonormée de
F= {(x,y,z,t) cR* | :c—l—y—l—z—t:O}.

Soit E = Vect (sh, ch) muni du produit scalaire : V (f, g) € E2, (f|g) = £(0)g(0) + f'(0)g’(0) + f"(1)g"(1).
Déterminer une base orthonormée de FE.

Déterminer une base orthonormée de F = {M = (Z Z

scalaire usuel : V (A, B) € E?, (A|B) = Tr (AT B).
Soit £ = R3[X] muni du produit scalaire : V (P, Q) € E?, (P|Q) = L [ P (cos (6)) Q (cos (0)) dt. Détermi-
ner une base orthonormée de E.

) € > (R) a—b—!—c—d:O} muni du produit
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4. Orthogonal d’un sous-espace vectoriel.

x
4.1 Dans R? muni de son produit scalaire canonique, on consideére F' = y| € R?
z

z+y—2=0 ,.Calculer

Ft.
4.2 Dans R3[X] muni de son produit scalaire V (P, Q) € R3[X], (P|Q) = Zi:o P®(0)Q™)(0), on considere

btetdd=0
F:{mW+wx%Hx+deRﬂm‘{”‘+c+ }

a+2b+4c+6d=0

Calculer F+.

4.3 Soit (E, (-|)) un espace euclidien. Soit f € £ (E) tel que V (z,y) € E2, (f(z)|y) = (x|f(y)). Montrer que
Im (f) = Ker ()"

4.4 Soit E = %2 (]0;1],R) muni du produit scalaire : ¥ (f, g) € E?, (f|g) = /1 f(t)g(t)+ f'(t)g'(t) dt. Montrer
que F={feE|f0)=f1)=0}etG={feE|f"=f}sont orthoogonaux.

4.5 Soit £ = ., (R) muni du produit scalaire V (A, B) € E?, (A|B) = Tr (A" B). Montrer que ., (R) et

o, (R) sont orthogonaux entre eux. En déduire que ., (R)" = 7, (R). Indication pour tout A € .7, (R)",

T T
on pourra observe que A = % + %.

5. Distance a un sous-espace vectoriel.

t=0
5.1 Calculer la distance de x = (1,2,3,4) a F' = {(m,y,zgt) e R? {x—l—y—l—z—i—

dans R* muni de
T—y+z—1t=0

son produit scalaire canonique.
5.2 Soit E = .#> (R) muni de son produit scalaire usuel : V (4, B) € E?, Tr (ATB). Calculer la distance de

C:G DaF:{@Zb“Z%e%ﬂm @mew}

5.3 Soit £ = R3[X] muni du produit scalaire : V (P, Q) € E?, (P|Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P'(0)Q’(0) +
P'(1)Q’'(1). Calculer la distance de U = X? + X? + X +1a F = Vect (X? — X, X3 —1).
2

. 2 .
5.4 Calculer Pel]lglf[X] iz:; (i* — P(3))".

1
5.5 Calculer inf / (t2 —at — b)2 dt.
(a,b)€R2 0




