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Interrogation 19 d’entrainement
Espaces préhilbertiens

1. Restituer le cours.
1.1 Définir un produit scalaire.
1.2 Enoncer l’inégalité de Cauchy-Schwarz.
1.3 Enoncer le théorème de la base orthonormée incomplète.
1.4 Définir l’orthogonal d’un espace vectoriel. Propriétés ?
1.5 Enoncer la formule du projeté orthogonal sur un sous-espace vectoriel de dimension finie et celle sur un

hyperplan.
1.6 Définir un espace de Hilbert.

Révisions

1.8 Réciter un développement limité de l’exponentielle ou ch ou sh ou cos ou sin ou x 7→ 1
1−x ou x 7→ ln (1 + x)

ou arctan ou (1 + x)α à l’ordre n en 0.

2. Montrer qu’une application est un produit scalaire.

2.1 Soit E = C 1 ([0; 1]). Montrer que φ : (f, g) 7→
∫ 1

0
(f(t)g(t) + f ′(t)g′(t)) dt est un produit scalaire sur E.

2.2 Soit E = C vu en tant que R-espace vectoriel. Montrer que φ : (z, z′) 7→ Re
(
zz′

)
est un produit scalaire

sur E.

2.3 Soient n ∈ N et E = R[X]. Montrer que φ : (P, Q) 7→
∫ 1

0
tnP (t)Q(t) dt est un produit scalaire sur E.

2.4 Soient n ∈ N∗, E = Rn et D = diag (a1, . . . , an) ∈ Dn (R) une matrice diagonale à coefficients diagonaux
strictement positifs, pour tout i ∈ J1; nK, ai > 0. Montrer que φ : (X, Y ) 7→ XT DY est un produit scalaire
sur E.

2.5 Soient n ∈ N∗ et E = Rn[X]. Montrer que φ : (P, Q) 7→
n∑

k=0
P (k)(k)Q(k)(k) est un produit scalaire sur E.

3. Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

3.1 Soit E = R2[X] muni du produit scalaire : ∀ (P, Q) ∈ R2[X]2, ⟨P |Q⟩ =
∫ 1

−1
P (t)Q(t) dt. Déterminer une

base orthonormée de E.
3.2 Dans R4 muni de son produit scalaire usuel, déterminer une base orthonormée de

F =
{

(x, y, z, t) ∈ R4 ∣∣ x + y + z − t = 0
}

.
3.3 Soit E = Vect (sh, ch) muni du produit scalaire : ∀ (f, g) ∈ E2, ⟨f |g⟩ = f(0)g(0) + f ′(0)g′(0) + f ′′(1)g′′(1).

Déterminer une base orthonormée de E.

3.4 Déterminer une base orthonormée de F =
ß

M =
Å

a b
c d

ã
∈ M2 (R)

∣∣∣∣ a − b + c − d = 0
™

muni du produit

scalaire usuel : ∀ (A, B) ∈ E2, ⟨A|B⟩ = Tr
(
AT B

)
.

3.5 Soit E = R3[X] muni du produit scalaire : ∀ (P, Q) ∈ E2, ⟨P |Q⟩ = 1
π

∫ π

0 P (cos (θ)) Q (cos (θ)) dt. Détermi-
ner une base orthonormée de E.

1/2



Mathématiques PCSI, IntEnt19 Juin 2024

4. Orthogonal d’un sous-espace vectoriel.

4.1 Dans R3 muni de son produit scalaire canonique, on considère F =


x

y
z

 ∈ R3

∣∣∣∣∣∣ x + y − z = 0

. Calculer

F ⊥.
4.2 Dans R3[X] muni de son produit scalaire ∀ (P, Q) ∈ R3[X], ⟨P |Q⟩ =

∑3
k=0 P (k)(0)Q(k)(0), on considère

F =
®

aX3 + bX2 + cX + d ∈ R3[X]
∣∣∣∣∣
®

a + b + c + 4d = 0
a + 2b + 4c + 6d = 0

´
.

Calculer F ⊥.
4.3 Soit (E, ⟨·|·⟩) un espace euclidien. Soit f ∈ L (E) tel que ∀ (x, y) ∈ E2, ⟨f(x)|y⟩ = ⟨x|f(y)⟩. Montrer que

Im (f) = Ker (f)⊥.

4.4 Soit E = C 2 ([0; 1] ,R) muni du produit scalaire : ∀ (f, g) ∈ E2, ⟨f |g⟩ =
∫ 1

0
f(t)g(t)+f ′(t)g′(t) dt. Montrer

que F = {f ∈ E | f(0) = f(1) = 0} et G = {f ∈ E | f ′′ = f } sont orthogonaux.
4.5 Soit E = Mn (R) muni du produit scalaire ∀ (A, B) ∈ E2, ⟨A|B⟩ = Tr

(
AT B

)
. Montrer que Sn (R) et

An (R) sont orthogonaux entre eux. En déduire que Sn (R)⊥ = An (R). Indication pour tout A ∈ Sn (R)⊥,
on pourra observe que A = A+AT

2 + A−AT

2 .
5. Distance à un sous-espace vectoriel.

5.1 Calculer la distance de x = (1, 2, 3, 4) à F =
®

(x, y, z, t) ∈ R4

∣∣∣∣∣
®

x + y + z + t = 0
x − y + z − t = 0

´
dans R4 muni de

son produit scalaire canonique.
5.2 Soit E = M2 (R) muni de son produit scalaire usuel : ∀ (A, B) ∈ E2, Tr

(
AT B

)
. Calculer la distance de

C =
Å

1 1
1 1

ã
à F =

ßÅ
a + b a + b

a b

ã
∈ M2 (R)

∣∣∣∣ (a, b) ∈ R2
™

.

5.3 Soit E = R3[X] muni du produit scalaire : ∀ (P, Q) ∈ E2, ⟨P |Q⟩ = P (0)Q(0) + P (1)Q(1) + P ′(0)Q′(0) +
P ′(1)Q′(1). Calculer la distance de U = X3 + X2 + X + 1 à F = Vect

(
X2 − X, X3 − 1

)
.

5.4 Calculer inf
P ∈R1[X]

2∑
i=0

(
i2 − P (i)

)2.

5.5 Calculer inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0

(
t2 − at − b

)2 dt.
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