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Correction de l’interrogation 19
d’entrainement
Espaces préhilbertiens

\. J

1. Restituer le cours.

1.1
1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

1.7

Soit E un R-espace vectoriel. Un produit scalaire est une application (-|-) définie sur E? & valeurs dans R
vérifiant

o (bilinéarité) Pour tout (z,y,2',y) € E*, (\, u) € R?,

Ozt paly) = Mol +p@ly) o6 (el py) = A aly) + p{aly)
o (symétrie) Pour tout (z,y) € E?, (z|y) = (y|z).
o (positive) Pour tout « € E, (z|z) > 0.

o (définie) Pour tout z € E, (z|z) =0 = = =0g.

Soit (E, (-|-)) un espace préhilbertien. Soit ||| la norme euclidienne de E. Alors,

V() € B% [yl < llallllyll-

De plus, on a égalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Toute famille orthonormée d’un espace euclidien peut se compléter en une base orthonormée de 1’espace
E.

Soient (E, (-|-)) un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E. Alors,
Ft={zcE|VyeF, (zly) =0r}.

De plus,
o FL est un sous-espace vectoriel de E.
o F et F sont en somme directe : F N F+ = {0g}.

« Si F est de dimension finie, alors F et F'- sont supplémentaires :

FeF+t=E
et N
(FH)” =F.
Soient (E, (-|-)) un espace préhilbertien, F' un sous-espace vectoriel de E de dimension finie, (eq,...,ex)

une base orthonormée de F et x € E. Alors, le projeté orthogonal de = sur F' est donné par

pl@) = (zlex) e

k=1

Si H est un hyperplan de E, autrement dit s'il existe n € E\ {Og} tel que H = Vect ()™, alors le projeté
orthogonal de z sur H est donné par
(z[n) n
5
Il

Un espace de Hilbert est un espace préhilbertien complet. Comment je n’ai pas défini c’est quoi un espace
complet 7 C’est un espace métrique dont les suites de Cauchy convergent. Un espace métrique ? Une suite de
Cauchy ? Attendez, pas tout le monde a la fois. Un espace métrique c’est un espace muni d’une distance. Oui
bah une distance c’est une application de E? dans R, , symétrique, définie et vérifiant I'inégalité triangulaire.
Les suites de Cauchy ce sont des suites dont la distance entre deux termes converge uniformé... ok vous
savez quoi? R est un espace de Hilbert, ca vous va? Si, si R3 c’est & lui. Qu’est-ce que vous fichez dans
son espace ? Il est au courant ? Oh vous pouvez toujours rajouter le temps ou vous projeter au sol, R* et
R? aussi sont & lui.

p(r) =z —
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Révisions
1.8 On a les développements limités usuels suivants :
" = ltztHto+Eto(”)
3 2T
sh(x) o Tt oy o (z2 1)
2
ch(z) = = 1+%5+ --+(2—n),+o(, ")
3 1 n 2n+1
Sln(.r) Iio xr — % + PN + ((Q)Tl) + 1) (x2n+1)
- 2 ( 1)n 2n 2
cos(x) o -5+ + gy +to (™)
3 2T
arctan(x) ISR T4+ 4 (2)n7$+1 + o (z2"11)
1+z o l—z+22+- +(=1D)"2" +o(a")
- _ LQ ( 1)n+1 n
In(1 + z) o ro A o(z™)
1+ 2)” o 1+ ax+ O‘(a l)x + —a(a ) n$a ntD gn 4 o(x™)
2. Montrer qu’une application est un produit scalaire.
2.1 Soit E = € ([0;1]). Pour tout (f,g) € E?, f, g, f' et g’ sont continues sur [0;1] donc fg+ f'g’ également.

Donc ¢ (f, g) pour tout (f,g) € E%. Donc ¢ est bien définie sur E? et & valeurs dans R. De plus, pour tout

(f,g,h) € E? et tout (A, u) € R,
(symétrie)

1 1
o (f.9) = / (F(Hg() + /(g (1)) dt = / (GO F (1) + g OF (B) dt = o (g, f) .

(bilinéarité)

o(Nf + ph,g) = / (M F(2) + uh(£)) g(t) + (A f + uh) (£)g () dt

1
= /0 (Af(B)g(t) + uh(t)g(t) + A f'(t)g'(t) + ph'(t)g'(t)) dt

) /0 (F(D)g(t) +

F(1)g' (1) dt + / (h(H)g(t) + W' (£)g'(£)) dt

=Ap(f,9) +ue(hg).

Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire & droite.

(positive)
o (f.f)

- / (F(02 + F(1)?) dt

Pour tout ¢ € [0;1], f(¢)* + f/(t)? = 0. Donc par croissance de I'intégrale car les bornes sont dans le

bon sens,

o(f,.f)=0

(définie) Supposons ¢ (f, f) = 0. La fonction t — f(¢)% + f'(t)? est continue sur [0,1], positive,
d’intégrale nulle. Donc par le principe de séparation de I'intégrale, Vt € [0;1], f(¢)? + f/(t)?> = 0. Or
la somme de deux réels positifs est nulle si les deux réels sont nuls :

vt € [0;1] {

Conclusion,

f) =0
f't) =0

‘ ¢ est un produit scalaire sur £ = % ([0;1]). ‘

2.2 Soit £ = C vu en tant que R-espace vectoriel. La fonction ¢ est bien définie sur C? et renvoie bien un réel.
De plus, pour tout (z,2',2"”) € E? et tout (\, u) € R?,

27



-
( i |
e o ovtcns Mathématiques PCSI, IntEnt19 Cor Juin 2024

(symétrie)
¢ (z,2') =Re(22') = Re (i) car Re (a) = Re (@)
= Re (z72')
= Re (2'7) =p (7, 2).
(bilinéarité)
©(Az+pz',2") =Re ((Az+ p2')2")
= Re ()\zz” + pz'2 )
—)\RG(ZZ’N>+MR6( ) car A€ Ret peR

=g (2,2") +pp(,2").

Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite.
o (positive)
_ 2 2 2
¢ (z,2) =Re(2Z) = Re (|z\ ) = |2| car |z|” € R

Donc
p(z,2) = 0.

(définie) Supposons ¢ (z, z) = 0. Par ce qui précéde, on a alors \z|2 =0ie 2=0.

Conclusion,

‘ @ est un produit scalaire sur £ = C. ‘

2.3 Soient n € N et E = R[X]. Pour tout (P, Q) € E?, t+— P(t) et t — Q(t) sont deux fonctions continues sur

[0;1] en tant que fonction polynomiale. Donc t — t"P(t)Q(t) aussi et donc ¢ (P, Q) = fol t"P(t)Q(t) dt.
Ceci étant vrai pour tout (P, Q) € E?, on en déduit que ¢ est bien définie sur E? et renvoie bien un réel.
De plus, pour tout (P,Q, R) € E3, (\, u) € R?,

(symétrie)

2 (P.Q) = / £ P(H)Q(t) dt = / Q)P(t) dt = o (Q. P).
0 0
(bilinéarité)
o(\P+ Q. R) = / £ (A P() + uQ(6)) R(t) dt

1 1
= )\/ t"P(t)R(t) dt + ,u/ t"Q(t)R(t) dt par linéarité de I'intégrale
0 0
=Ap(P,R) + ¢ (Q,R).
Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite.
o (positive)
1
(P, P)= / t"P(t)* dt
0

Pour tout ¢ € [0;1], P(t)? > 0 et " > 0 car t > 0. Donc pour tout ¢ € [0;1], t"P(¢)? > 0. Par croissance
de l'intégrale car les bornes sont dans le bon sens,

©(P,P)>0.

o (définie) Supposons ¢ (P, P) = 0. La fonction t — t" P(t)? est continue sur [0, 1], positive, d’inté-
grale nulle. Donc par le principe de séparation de I'intégrale, V¢ € [0;1], t"P(t)? = 0. Or pour tout
t €]0;1], t™ # 0, donc Vt € ]0;1], P(t) = 0. Donc le polyndme P posséde une infinité de racines. Donc
P = O]R[X]-

Conclusion,

‘ ¢ est un produit scalaire sur E = R[X]. ‘

3 7



-
( i |
e o ovtcns Mathématiques PCSI, IntEnt19 Cor Juin 2024

2.4 Soient n € N*, E = R" et D = diag(aq,...,a,) € Z, (R) une matrice diagonale & coefficients diagonaux
strictement positifs, pour tout i € [1;n], a; > 0. Pour tout (X,Y) € E2, XT € .# , (R), D € 4, (R) et
Y € M, 1 (R). Donc XTDY et appartient a .#; 1 (R) i.e. est un réel. Donc ¢ est bien définie sur E? et a
valeurs dans R. De plus, pour tout (X,Y, Z) € E? et tout (\, u) € R?,

(symétrie) ¢ (X,Y) = XTDY. Puisque X" DY € R, XTDY = (XTDY)T. Par propriété,

0 (X,Y)=X"DY = (X"DY)"

—yTp" (x7)"
=YT'DX car D est symétrique car diagonale =9 (Y, X).
(bilinéarité)
CAX+uY,Z) =X +pY) Dz
=AXT+wy") Dz par linéarité de la transposée
=\X"DZ+puY*'DZ

=X (X, Z)+pe(Y,2).

Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite.

(positive)
0 (X,X)=X"DX.
T
Notons X = | : |. Des lors,
Tn
aq 0 0
. xy a1y
0 a :
go(XaX):[xl J,‘n] . 2 :[xl xn] :
: an-1 0 T anTn
0 0 an
:a1x2+~~+anxi
Pour tout i € [1;n], a; > 0, donc a;x7 > 0 et donc

¢ (X,X)>0.

n
(définie) Supposons ¢ (X, X) = 0. Par ce qui précéde, on a Z apri = 0. Puisque pour tout k € [1;n],
k=1
akxk 0, on en déduit que nécessairement,
Vk € [1;n], apry = 0.

Or pour tout k € [1;n], ar > 0. Donc z = 0 et finalement X = Ogn.
Conclusion,

’  est un produit scalaire sur £ = R™.

2.5 Soient n € N* et £ = R,,[X]. La fonction ¢ est bien définie sur E? et est bien a valeurs dans R. De plus,
pour tout (P,Q, R) € E3, (A, ) € R?,
(symétrie)

Zp(k) QM (k) ZQ(k) K)PH (k) = ¢ (Q. P).

(bilinéarité)

:)\iP k)R™) (k +MZQ(’“ (k)

—W(P R)+puyp(Q,R).

Donc ¢ est linéaire a gauche. Par symétrie, ¢ est aussi linéaire a droite.

47



-
( i |
e o ovtcns Mathématiques PCSI, IntEnt19 Cor Juin 2024

(positive)

n

P) = ip(k)(@p(k) Z (p(k) )
k=0

k=0

En tant que somme de termes positifs,
o (P,P)>0.

i 2
o (définie) Supposons ¢ (P, P) = 0 alors E (P(k)(k:)) = 0. Puisque les termes sont positifs,
k=0

VE e [0;n],  PM™(E)=o0.

Puisque P € R,[X], P™ € Ry[X] est constant (éventuellement nul). Or P (n) = 0. Donc P =
Or[x]- Donc P(=1) est constant. Or P(”*l)(n —1) = 0 donc pn-1) — Og[x]- Par récurrence, on en
déduit que P = Or[x] et donc P = Og[x-

On peut aussi procéder par l'absurde. Supposons P # Ogx]. Soit d son degré et aq son coefficient
dominant. Des lors, P = dlay. Puisque P € R,[X], on a d € [0;n]. Donc P (d) = 0. D’ott dlag = 0
impossible. Donc P = Og[x]-

Conclusion,

© est un produit scalaire sur E = R,,[X]. ‘

3. Algorithme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt
1

3.1 Soit E = Ry[X] muni du produit scalaire : V(P,Q) € Ry[X]?, (P|Q) = / P(t)Q(t)dt. On sait que
-1
(1, X, X 2) est une base de F. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a cette famille.
Posons g1 =1. On a

1
lg1ll* = (g1lgr) = /1 1dt = 2.

Posons ni = % Soient A € R et

On a alors,
(g2|n1) =0 A (X|n1) = A{ni|ni) =0 A A= (Xn1).

Donc

Donc g = X puis,

lg211* = (glg2) /lﬁdt H :
g2l = \92192) = =5 =5
1 3l 3

Posons ng = \/gX puis pour (A, 1) € R?, g3 = X2 — Ang — uns. Alors,

{<g3|n1):0 {(Xz}m)—)\:o {)\:<X2‘n1>
= 2 = 2
(g3ln2) =0 (X%ng) —p=0 p={(X?ny)
D’ou )
1 1 2 2
A= t2x—dt:—xf:£,
1 V2 2 3 3
et
= / 2 x \/> tdt = \/> / t3dt =0 car la fonction est impaire.
Ainsi, g3 = X2 — ? X % = X2 - % Enfin,

1 2 1
1 2 2 4 2 8
2 2 4 2
= o) dt= [ -2t dt St
Gl /,1 ( 3) /,1 37Ty 5 99" 1

5 7
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On pose n3z = % (X2 — %) = % (SX2 — 1). Conclusion, une base orthonormée de E est donnée par

1 /3, V6
(n1,n9,n3) = <\/§,\/;X,2\/§ (?)X2 - 1)) .

Soit F' = {(x,y,z,t) cR* ‘ rT+y+z—t= O}. Commengons par déterminer une base de F. Soit u =
(z,y,2,t) € R% On a

wueF &  z4yt+z—t=0 & t=z+y+z &  u=(@,yzr+y+z).

Donc

F = Vect

1 0 0
0 1 0
0171011
1 1 1

=(e1,e2,e2)=ABF

La famille ZF est génératrice de . Montrons qu’elle est libre : soit (A1, A2, A2) € R3 tel que

Arer + Ages + Azez = Opa.

A =0
A2 =10 . :
Alors, ) 0 . Donc Ay = Ay = A3 = 0. Donc & est libre. Comme elle engendre aussi F,
3 =

AMF+A+A3=0
PBr est une base de F. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Posons g; = e;. On
a

1 1
0|0
leal® = (erler) = ( {ol|[o] ) =2
1][]1
1
Posons n; = % 8 puis pour A € R, go =es — An;. On a
1
<gg|n1> =0 = <€2|n1> - A <TL1|7L1> =0 = <62|7L1> —-A=0 == A= <62"I7/1> .
Donc
0 1
AN B R U D
0|2 10 V2
1 1
0 1 ~1/2
Donc g5 = (1) —%x% 8 = (1) . Des lors,
1 1 1/2
2 1 1 3
-1 -1
Posons ny = Y2 202 Puis, pour (A, u) € R2, g3 = e3 — Aeg — peg. Deés lors
2*2\/5 0 - 6 0l y P )y M y g3 = €3 1 He2. )
1 1
=0 -A=0 A = (e:
{(93|n1> N {<€3|n1> o { (es|n1)
(93ln2) =0 (ez|n2) — =0 p= (es|nz) .

6 7
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Donc -
0 1
\— o1 {0 1
S\ L V2 (0l V2
1 1
et
0 -1
AN N I B
a 116 |0 NG
1 1
D’ou ~
0 1 -1 -1/3
B U I N U 1Y U U I (O RV
B TR0 676 | 0 1
1 |1 1 1/3

Enfin, ||gs]|* = F+5+14+35 =3 Donc

2 3 23 | 3
1 1
Conclusion,
1 -1 -1
1 10 1 2 1 -1
niy,ne,n3g) = — ,— , —— est une base orthonormée de F'.

(n1, 2, m5) V200l v |0 233
1 1 1

Soit E = Vect (sh, ch) muni du produit scalaire : V (f, g) € E2, (flg) = f(0)g(0) + f'(0)g’(0) + f"(1)g" (1).
La famille g = (sh, ch) est par définition génératrice de E, elle est de plus libre car sh et ch ne sont pas
colinéaires : soit (a,b) € R? tel que

ash+bch = 0g.

Autrement dit, Vo € R, ash(z) + bch(z) = 0. En particulier, si = 0, on obtient b = 0. Donc pour tout
z € R, ash(z) = 0 et donc pour = 1 par exemple, a = 0. Donc a = b = 0 et Bg est libre et génératrice
donc B base de E. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schimdt & #g. Posons g; = sh.
Alors,

lg1]|> = (shsh) = sh?(0) + ch?(0) + sh?(1) = 0 + 1 + sh?(1) = ch?(1).

On pose alors ny = f(l) sh. Pour A € R, on pose g2 = ch — An;. Alors,

(gg|n1> =0 = <Ch‘n1> - A <TL1|TL1> =0 = A= <ch\n1> =

chl(l) (ch|sh}.

Donc

(D) (ch(0) sh(0) + sh(0) ch(0) 4 ch(1) sh(1)) = sh(1).

Ainsi, go = ch —EEER sh. Puis,
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3.4

Posons ny = % (c

1 1 sh(1
(n1,n2) = ( sh, — ( hEl; sh)) est une base orthonormée de E.

SoitF:{M:(
c

a—b+c—d= O}. Déterminons une base de F'. Soit M = ((cl Z) S

Mo (R). On a les équlvalences suivantes :

MeF & a—b+c—d=0 = d=a—-b+ec & M

revea((o 1).6 560

=Br=(E1,E2,E3)

Il
/N
Q
>
N

c a—b+c
Alors,

La famille ZF engendre F. Montrons que %r est libre. Soit (a,b,c) € R? tel que aF; + bEy + cE3 = 0,

alors )
a
(c a—b+c)_02 = a=b=c=0.

Donc B est libre et engendre F'. Donc #r est une base de F'. Appliquons le procédé d’orthonormalisation
a ABr. Posons gy = E1, on a
1B P =1+1=2.

Posons ny = %El = % <(1) (1)) Pour A € R, posons g; = Fs — Any. Alors,

(gg|n1> =0 = <E2‘n1> —/\<TL1|77,1> =0 = <E2\n1) —A=0 = A= <E2\n1>.

Donc
1

DIE6 =%
10 1 2 s
Doncgzz(o 1)+%x%<0 1):%<0 3).Deslors,

1
lgal® = 7 (1 +4+9) =5

Posons ng = if ((1) 2) \/% ((1) g) Puis, pour (A, 1) € R?, g5 = e5 — Any — pngy. Dés lors,
{ g3|7’L1 =0 o {<E3|TL1> —/\ZO o {)\: <E3|n1>
(g3ln2) =0 (E3|ng) —p=0 p= (Es3|nz) .
Donc
= (0 s )=
AL 1 o\0 1)/ /o
et
7<(0 0> 1 {l 2}>7 3
=\ 1 14 10 3]/ /14
D’ou
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Enfin, [|g3]* = & (25 +9+49 + 1) = % Donc

e R E
37g7\7 -1) s\7 -1)°

Conclusion,

1 /1 0 1 1 2y 1/-5 -3 P
(n1,ne2,n3) = (\/5 (O 1) , \/ﬁ (0 3) '3 ( 7 _1)> est une base orthonormée de F.

Soit E = Ry[X] muni du produit scalaire : V (P, Q) € E?, (P|Q) = £ [7 P (cos (0)) Q (cos (f)) dt. On sait
que (1, X, X 2) est une base de E. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. Posons

g1=1.0na
1 T
ol =2 [ 1at=1
™ Jo

Donc on pose n; = 1. Soit A€ Ret go =X —An;. On a

(g2|n1) =0 & (X|n1) = A{niln1) =0 = (Xn1) = A=0 & A= (X]|ny).
Donc

1 [ 2
)\:<X|1>:f/ tdt =1 =T,
T Jo 2

[\

Donc go = X — 3. Puis,

9 1/”( 77)2 1 /ﬂ 9 2 1 (7T3 3 7T3> w2
I 7 Jo 2 7 Jo ™y “\3 27 12

Posons ngy = 2777‘/3 (X —3) =v3(2X —1). Soient (A, p1) € R? et g3 = X? — Any — png. Dés lors,

2 g

{<gsln1> =0 - {<X2]n1>—A=0 - {A:(XQ\m)

{(g3|n2) =0 <X2ln2>—u=O ,u:<X2|n2>.
Donc )
1 T
)\:<X2|1>:7/ 2ar=".
Y 0 3
et
M=<X2\/§<2X—1)>:\/§/ﬂ2t3—t2dt=\/g(w_ﬁ>:\/§”2:”2
7r T Jo T T\ 4 3 6 2V3
D’ou
2 72 2 w2
=X — - — 3<7X—1>=X2— X 4+ —.
g3 3 2\/5\[ p ™ —|—6
Enfin,
2 1/774 2,2 m 3 7T22 m®
= — t t — — 27t —1 — —tdt
looll* = - |t 4w ot T
1 ("4 3 ar? , 3 7
=— | t*—omtP 4 2 - —t4+ —dt
WA T 51 36
IEVEE I
T a\5 4 9 6 36
_W4<1_§ 16 6 i)
N 5 36 36 36 36
_Wz(ﬁ_ﬁ)
B 180 180
72
" 180
Donc

2
n3:6—\/g(x2—wx+l):\/5<§X2—6X+7r).

™
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Conclusion,

2
(n1,n9,n3) = (1, V3 <7X - 1) ,\/3 (§X2 —6X +7r)) est une base orthonormée de E.
™

™

4. Orthogonal d’un sous-espace vectoriel.

x
4.1 Soit F' = y| €R3 |z +y—2=0 p Déterminons une base de F. On a
z
[
F= yl eR3 | z=2+y
K
[z
= Y € R?| (z,y) € R?
[z +y
1 0
= Vect 0f, (1
1 1
| ——
(e1,83)
x
Dés lors, pour u = |y| € R?, on a les équivalences suivantes :
z
2157 — 0
ue F*+ & <i|6_1,
(wlez) =0

—z
& U= [—z
Z -
Conclusion,
-1
= Vect -1
1

On retrouve une propriété générale de géométrie : ax + by + cz + d = 0 est I’équation d’un plan affine et
7 (a,b,c) est toujours un vecteur normal d ce plan.
{a +b+ct+4d=0

. Déterminons une base de F'. Soit
a+2b+4c+6d=0

4.2 Soit F = {aX3 +bX%+cX +d e R3[X]

Pe Rg[X] On a

PeF - a+b+c+4d=0
a+2b+4c+6d=0
b 4d =
- a+b+c+ 0 Ly Ly — Ly
b+3c+2d=0
o :—b—c—4d:3c+2d—c—4d:2c—2d
=-3c—2d
& P=(2c—2d)X® - (3¢+2d) X* +cX +d
& P=c(2X’-3X"+X) —d(2X°+2X7-1).

10/]17
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Donc
F =Vect (2X° - 3X? + X,2X° + 2X* - 1).

Des lors, pour tout P = aX? +bX? 4+ cX +d € R3[X],on a

(P|2X3 -3X?+X) =0

(P|2X3 +2X2-1)=0

d x 1+c><1+(2b)( 6) + (6a) (12) =0
1) 4+¢x0+4(2b) (4) + (6a) (12) =0

720 —12b+c+d=0

T2a+8—d=0

720 —12b+c+d=0

i
{

< {d—72a+8b
3

PeF+ & {

c=—72a+12b—d = —72a + 12b — 72a — 8b = —144a + 4b
=720+ 8b

aX?® 4+ bX?% — 144aX + 4bX + T2a + 8b
=a(X?—144472) + b (X> +4X +8).

t ¢

Conclusion,

FPTP = Vect (X? — 144 4 72, X* + 4X +8) .

4.3 Soit (E, (:]-)) un espace euclidien. Soit f € .Z (E) tel que V (z,y) € E?, (f(2)|y) = (z|f(y)). Montrons que

Im (f) = Ker (f)l Soit y € Im (f). Montrons que y € Ker(f)l. Soit x € Ker (f). Puisque y € Im (f), il
existe t € E tel que y = f(t) et x € Ker (f) donc f(x) =0g. On a alors,

(zly) = (2|f (@) = (f(2)|t)  par hypothese sur f
= (0glt)
=0.

Ceci étant vrai pour tout z € Ker (f), on a y € Ker (f)L Ceci étant vrai pour tout y € Im (f), on obtient
que

Im (f) € Ker (f)*.
Puisque E est euclidien, il est de dimension finie. Donc, par le théoréeme du rang car E est de dimension
finie,

dim (Ker (f)*) = dim (E) — dim (Ker (f)) = rg (/).
Donc dim (Ker (f)L) = dim (Im (f)). A l'aide de Dinclusion, Im (f) € Ker (f)", on en conclut que

Im (f) = Ker ()" .

1
4.4 Soit E = %2 ([0;1],R) muni du produit scalaire : V (f,g) € E?, (flg) = / F(t)g(t)+ f(t)g'(t) dt. Posons

Fe{fecE|f(0)=f1)=0}ect G={feE|f =f} Soit (f,g) € F' x G. Ona

1 1 1
(flg) = / F(Hg(t) + F(B)g'(t) dt = / F(Hg(t)di + / F(t)g (1)t

Posons u = f et v = ¢'. Les fonctions u et v sont ¢! sur [0;1] et ' = f’ et v/ = ¢g”. Donc par intégration
par parties dans l'intégrale de droite,

(flg) = /f £ dt + [f( /f "

) f(t)g(t)dt+f(1)9’( )+ f(0)g'(0) — ; f(t)g(t)dt car g =g car g € G
= f()g'(1) + £(0)g'(0)
=0 car f(0) = f(1) =0car f € F.
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4.5

Conclusion,

F et G sont orthogonaux. ‘

En particulier, F' et G sont en somme directe. Ce qui peut aussi se démontrer par le théoréeme de Cauchy
pour les équations différentielles d’ordre 2 qui garantit que la seule fonction dans F et G est la solution
nulle ! On peut aussi démontrer par un raisonnement d’analyse-syntheése que les deux espaces sont méme
supplémentaires.

Soit (A, B) € ., (R) x o, (R). Montrons que (A|B) = 0. On a d’une part,
(A|B) =Tr (ATB) =Tr (AB) car A est symétrique.
D’autre part, par symétrie du produit scalaire,
(A|B) = (B|A) = Tr (BT A) = Tr (—BA) car B est antisymétrique
= —Tr(BA) par linéarité de la trace

= —-Tr(AB) par propriété de la trace
= —(A|B) par ce qui précede.

Donc (A|B) = 0. Ainsi,
n (R) et o, (R) sont orthogonaux entre eux.

Soit A € o7, (R). Alors par ce qui précéde, pour tout B € .%, (R), (A|B) = 0. Donc A € .# (R)". D’oi
o (R) €7 (R)".

Réciproquement, soit A € .% (R)*. Donc pour tout B € .%, (R), (A|B) = 0. Montrons que A € 4, (R).
On observe que

A AT A-AT

A 2 + 2
—_—— ——
=A; =As

Par linéarité a droite du produit scalaire,
VB e %, (R), 0= (A|B)=(A1|B)+ (A42|B).
Or on observe que Ay € &, (R) donc par ce qui précede, (A3|B) = 0. D’ou
VB e ., (R), (A1|B)=0.
Or A; € .%, (R). Donc pour B = Ay, on a 0 = (4;|A;) = ||A1]|>. Donc par le caractére défini du produit

scalaire, A1 = 0,,. D’ou
A=A e o, (R).

On a donc établi que

Conclusion,

S (R)* = 7, (R).

Puisque 'on est en dimension finie, on obtient

7 (R) & o, (R) = My, (R).
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5. Distance a un sous-espace vectoriel.
T+y+z+t=0
T—y+z—-1t=0

u = (z,y,2,1) € R* On a les équivalences suivantes,

5.1 Soient F' = {(m,y&,t) e R4 } et © = (1,2,3,4). Cherchons une base de F. Soit

t:
ueF & rrytet 0
r—y+z2z—1t=0
t=20
o r+y+z+ Lo Ly— Ly
—2y—2t=0
o T=—y—z—t=t—z—t=—=2
y=—t
—z
-t
= u =
z
t
Donc
—1 0
0 -1
F = Vect 11710
0 1

:(u1 711.2)

On observe que u; et ug sont orthogonaux donc la famille (uq,us) est libre et engendre F' et donc est une
base de F'. Posons

-1 0
Ul 1 0 " 1 -1

nl = = — e n2 = —
luall V2 (1) V2 (1)

Alors, (n1,n2) forme une base orthonormée de F'. Le projeté orthogonal de x sur F' est alors donné par

pr (z) = (z[n1) 1 + (z[n2) no

11 -1 17170 0
1 2 0 0 211 1-1 -1
=2\ 131 11 T3\ 3]l o 0
4/1L 0 0 4 1 1
[—1] [0
0 -1
| 0 | |1
—1]
-1
1
L 1 -
Des lors,
1 -1 2
2 -1 3
d(z, F) =z —pr(z)]| = 31 711 =120l = 44+9+4+9=+v26.
4 1 3
Conclusion,
d(z,F) = /26.
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5.2 Soit E = .#>(R) muni de son produit scalaire usuel : V (A, B) € E?, Tr (A" B). Soient C' = G }) et

F = {(al—b a—;)—b) € 4> (R) (a,b)eRz}.Ona

peva((1 .01

=(e1,e2)

La famille (ej, ez) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires et engendre F' donc constitue une base
de F'. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On a

ler]] = y/(erler) = VIF T +1 = 3.

Posons ny = Le; = & <

R =7 1 1).Soient/\EReth:egf)\nl.Ona

1 0

<gg"/l1> =0 =4 <62‘n1> —-A=0 = A= <62|’FL1>.

Donc

A=—=(1+140+0)=

_<1 1)_li<1 1)_(1/3 1/3)_1(1 1>
270 1) BB\ o) T \—23 1) T 3\2 1)
Puis, [lgo]| = VI +1T+4+1= g Posons,
BENER
712—\/? 9 1/

La famille (n1,n2) est alors une base orthonormée de F'. Donc, avec pp la projection orthogonale sur F,

d(C,F)=||C—pr(O)
=|C - <C\n1>n1 - <C|n2>n2||

-G D=6 DI >\/§( ) =G )lE G D EG )
-1 1)—5%%(1 o) -y (s
-G _i) (1 )7 1 H

\/1+1+4+3
7

&\H

Donc

% |

Conclusion,

d(c,F):\@.

5.3 Soit E = R3[X] muni du produit scalaire : V (P, Q) € E2, (P|Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P'(0)Q’(0) +

P'(1)Q'(1). Soient U = X*+ X%+ X +14a F = Vect (X? — X, X? —1). Posons e; = X?—X et e; = X3 -1,
la famille (e, e2) est libre car les vecteurs ne sont pas colinéaires et par définition engendre F' donc forme

une base de F. Appliquons le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On a e; = X2 — X et
e} =2X — 1. Donc

leall = V02 402+ (-1 4 12 = V2.
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Posons

Sl

ny (X*-X).
Soient A € Ret go =e3 — Ani. On a
(g2|n1) =0 A (e2[n1) = A =0 < A= (ea|n1) .

Orey;=X3-1, 6’2:3X2,TL1:%(AXQ*X),TL&:%(?X*:[). Donc
A=04+04+043x =2
= N
(X?-X)=X%-2X?+3X —1. Donc g) =3X? —3X + 3. Donc

/ 9 9
=1/1 4=
lg2]| +0+4+4

2 (o deadis)

— x3 3
Donc go = X _1_ﬁ

S
gE

Enfin, posons

= (X3 -2X?+2X-1
N9 T 5 +2

La famille (n1,n2) est une base orthonormée de F. Dés lors, en notant pg la projection orthogonal sur F,

d(U, F)=|U-prU)|
= |U = (Uln1) n1 — (U|nz2) na||

||X3+X2+X+1<X3+X2+X+1';§(X2X)>\2(X2X)

3 3., 3 3 3., 3
—<X3+X2+X+1f<X3—2X2+2X—1)>W(X3—2X2+2X—1)||

V11 V11
1
= I+ X7 X 41— o (X + X7+ X+ 1](X7 - X)) (X7 - X)
2 3 3 3 3
— (X X2 X +1X-2X2 7X71>(X377X2 7X71>
11< AT +‘ 5 T3 5 T3 I
1
:||X3+X2+X+1—§(0+0—1+6><1)(X2—X)
2 3 3 3 3
— 2“1 40+=46x=)(X3—Z2X2 —X—l)
11( tO+g+ X2)( 54 T3 I
5 19 3 3
= X3+ X2+ X 1——X2—X——<X3——X2 —X—l)
H tATEAY 2( ) 11 5% 5

1
= o5 122 = 38) X 4 (22— 55 + 57) X + (224 55 - 57) X + 22+ 35|

= ?12 |-16X3 4 24X? + 20X + 60|

1
- 5\/602 4482 + 202 4 (—48 + 48 + 20)°

4
- 152 1 142 + 52 4 52
22\/5 +1424+52+5

2
= —+/225 4195+ 50

121
=11 470.
Conclusion,
(U,F) = %\/ﬁ.
ouf!!
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5.4

5.5

Posons U = X2. Dans E = Ry[X], on peut montrer (exo!) que I’application (-|-) définie par

2

V(P,Q) € E*  (PlQ) =) PHQ),

i=0
définit un produit scalaire sur E. Posons F' = Ry [X]. Alors (1, X) est une base de F'. Appliquons l’algorithme

de Gram-Schmidt. On a
1] =vVI+1+1=V3.

Posons

-

Soient A€ Ret go =X — An;. On a
(g1ln1) =0 & (Xn1) —=A=0 & A= (X|n1).

Donc )\:<X‘\}§>=\}§(0+1+2):\/§'

lgall = VI+0+1=v2.

Donc go = X — 1. Ensuite,

Posons 1
ng = —= (X —1).
2 \f( )

Alors la famille (n1,n2) est une base orthonormée de F. Donc, en notant pr la projection orthogonale sur
F

)

2
bl 25 (7 = PO = g 2= PIF
—d (X% F)’
= [[X* = pr (X?)
= [[X2 = (X[ mn = (X[ o

I

2

1 1
2 2 2
= X2 5 (X1 - S (XX = 1) (X - 1)
, 1 1 2
= |X* =3 0+1+4) =S (0+0+4) (X - 1)
2 5 2 ?
=X —§—2(X —2X +1)
2
= 7X2+4X—E
3
121 2\? 1
~79 "\73) 79
_ 126
9

Conclusion,

inf M (2~ P(i))* = 14.

PeR;[X] =0

Posons U = X2. Dans E = Ry[X], on peut montrer (exo!) que I’application (-|-) définie par

V(PQ) e E:  (P|Q)= / P(H)Q(t) dt,

16/[17
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définit un produit scalaire sur E. Posons F' = Ry [X]. Alors (1, X) est une base de F'. Appliquons I’algorithme
de Gram-Schmidt. On a
1] =1.

Posons
ny = 1.

Soient A€ Ret go =X — Any. On a
(gl|n1> =0 = (X\m) —A=0 <~ A= <X|TL1>

Donc
! 1
A= (X|1) :/ tdt = —.
O 2

Donc g0 = X — % Ensuite,

llgall = /1152 PIL P - S Y R
2=\, 1TV T2 T T V12 T os

n2:2\/§(Xf%>:\/§(2X71).

Posons

Alors la famille (nq,n2) est une base orthonormée de F. Donc, en notant pr la projection orthogonale sur
F

)

1 1
inf / (* —at —b)* dt = inf / (> — P)* dt
((Lb)ERQ 0 PeF 0

= ot [|x* - P
—d (X% F)’
= [|X* = pr (X?)]|
= [1%? = (X2[n1) 1 — (X[n2) mo|”
= [|X? = (X?1) = 3(X?|2X — 1) (2X — 1)

2

I

1 2 1
—lx2- 1o (*ﬁ) 2X —1

3 3\1 3 ( )

2

1 1

=[X?----(2X -1
12
=|[X?-X+=
*5
1

3 3 36
L S e
5 49 6 36
1 —18+16—-6+1
5 36
_36—35
180
_ 1
180
Conclusion,
inf /1(t2—at—b)2dt— !
(a,b)er? J - 180°




