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Correction de ’exercice Automne 03
Calcul algébrique

Soient n € Net f : x— (14 2x)".

1. La fonction f est continue sur R (intervalle) et admet donc des primitives sur R dont 1'une est donnée
par

R —- R

F (142z)" 1
z = 2(nx+1)

2. D’apres la formule du binéme de Newton, on a

Vz € R, f(z) = (1+2z)" z”: < ) ko Zn: <Z> 2k k.

k=0

Sous cette nouvelle forme, on constate que la fonction G définie pour tout x € R par

k+1

L A
G(m)—z<k>2kk+1 (car k+1>1>0)
k=0

est UNE primitive de f sur R. Par conséquent,
1C e R, Vz € R, G(z) = F(z)+ C.
Déterminons C' en évaluant la précédente égalité en O :
n n 0k+1
G(0) = 2k =0.
o-% () i

k=0 ——
=0 car k+1>1

D’autre part, F'(0) = (124(;(1)1;*)1 = 2(n1+1). Par conséquent,
C=G0)— F(0) = ——
N  2(n+1)

Ainsi,

2(n+1)
En particulier,
3t —1
¢Q) 2(n+1)
Ainsi, . )
28 [n 3t —1
S”:];)kJrl(k) =G() 2(n + 1)
Conclusion,
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3. Soit p € N. Effectuons le glissement d’indice k =k —p. Si k = p+ 1, alors k = 1, si k = n + p, alors
k=netk==Fk+p. Alors,
axy ok n noktp [ “ n
T = _— = — ~ = 2]7 R
n= 2 E+1—p\k—p ;k+1 k ;;1 k
car l'indice de sommation est muet et 2P ne dépend pas de 'indice de sommation. Il nous manque le

k=p+1
premier terme pour reconnaitre S, ainsi,

20 n
T, =2PS, — 2P
" " 0+1<0>

n+1 _ 1
— 2PS, — 2P = 2P (3 - 1)

2k
kE+1

2(n+1)
L3 —1—2n -2
2(n+1)
3ntl —2n —3
n+1 '

=2

—or—1

Conclusion, pour tout p € N,

7 o1 =203
) L




