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Correction de ’exercice Automne 09
Bijection

1. La fonction x — 22 4 1 est définie sur R et la fonction = — % est définie sur R*. Donc la fonction f
est définie sur R*. Conclusion,

@f = R*.

2. La fonction f est continue et dérivable sur son ensemble de définition ¥y = R* comme différence de
fonctions définies et dérivables sur leurs ensembles de définition et de plus, pour tout x € R*,

-1 2 2(z*+1)
/ pa— p— —
. .. X . o 2(a3+1)
La fonction f est dérivable sur R* et Vz € R*, f'(7) = =—
On en déduit les équivalences suivantes :
2 (23 +1
fi(x) =0 & 2(2°+1) > )20
RN 22 4+1>0 car Ve € R*, 22 >0
& x> > —1
& x>z -1 car la fonction cube est bijective sur R.

On obtient ainsi le tableau de variation de la fonction f :

T —00 -1 0 +o0

Complétons le tableau. D'une part, f(—1) = (=1)2 +1 — %1 = 4. D’autre part, quand x — —o0, on
a%—>0etx2+1—>+oo, donc
lim f(z)= +o0.

T——00

De méme, quand x — +o00, on a % —0et 224+ 1 — 400, donc

Ill)rfwf($) = oo

Enfin, quand £ — 07, on a —% — 400 et 22 +1 — 1, donc

lim f(z) = +o0.

rz—0~

De méme, quand = — 07, on a —% — —oo et 22+ 1 — 1, donc

lim f(z) = —o0.

z—0t

Conclusion, on obtient le tableau de variation de f suivant :

19



C
e
e Mathématiques PTSI, RevAut09 Cor 2023/2024
x —00 —1 0 +00
f'(x) - 0 + +
+00 +00 +00
4 —00
3. Calculons,
2 1 1 2 5 21
—2)=441—-——=5+1=6 t —— ) ==41—-—=-4+4=—.
f()+_2+ e f(2>4+ _%4+ 1
Donc par la question précédente, on observe que
z —00 -2 ~1 —1 0
+00 +oo
f T 2
4
Conclusion,
1
—2;——1 ) =1[4;6].
£(|-2-3]) = 1w
4. Soit x € Zy = R*. On a les équivalences suivantes :
2 3
& xr>+x—2=0 car  # 0.

f(z)=0 o x2—|—1—;:0
On observe que 1 est une racine évidente : 1% +1 — 2 = 0 Donc
B rr—2=(zx-1) (952+:1:+2>.
Soit A le discriminant de X2+ X +2, A=1-8 = —7 < 0. Donc 2% +z + 2 # 0. Ainsi,

f(x)=0 & (x—l)(m2+x+2):0 &

Conclusion, pour z € %y,
f@=0 & «=L

r—1=0 & x=1.

5. Par les questions précédentes, on a
T —00 -1 0 1 +00
+00 +00 +00
4 —00
Par conséquent,
|1 (Ry) =]—00; 0[U [1; +oo |
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6. Soit x € Zf. On a les équivalences suivantes :
2 2
x
& P4 —2=4z car x # 0
& 22— 3z —2=0.
On observe que —1 est une racine évidente. Donc
-3 -2=(x+1) (:cz—x—Q).
Soit A le discriminant de X2 — X —2. On a A =1+ 8 = 9. Donc les racines associées sont % =-1

et 13 = 2. Ainsi
P —3r—-2=(k+1D)(z+1)(2-2)=(x+1)*(z—-2).

D’on,

flz)=14 & x+1=00U 2—-2=0 & r=-1 0U z=2.

Conclusion, pour x € %y,

‘f(:v)zél & r=-1 0OU x:2.‘

7. Par la question précédente, 4 posseéde deux antécédents, —1 et 2. Conclusion,

‘la fonction f n’est pas injective sur Zy. ‘

r—r—+00

La fonction f est continue et strictement croissante sur ]0; +o0o[. Donc par le théoréme de la bijection, f

restreinte a |0; +o0o[ définit une bijection de ]0; 00| dans f (]0; +o00[) = ] lin% f(z); lim f(z)| =R
z—

x>0

Notamment tous réel y € R admet par f un antécédent dans R% et donc notamment dans Zy.

Conclusion,

la fonction f est surjective dans R. ‘




