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Correction de l’exercice Automne 10
Complexes

1. La fonction f est définie sur l’ensemble des complexes pour lesquels son dénominateur ne s’annule
pas. Soit z ∈ C. On a

1 − az = 0 ⇔ 1 = az ⇔ z = 1
a

= a

|a|2
.

Donc

Df = C \
{

a

|a|2

}
.

Puisque 0 < |a| < 1, on a
∣∣∣ a

|a|2
∣∣∣ = |a|

|a|2 = 1
|a| > 1. Donc a

|a|2 /∈ U et par suite

U ⊆ Df .

2. Soit z ∈ Df . On a les équivalences suivantes :

f(z) ∈ U ⇔ |f(z)| = 1
⇔ f(z)f(z) = 1

⇔ z − a

1 − az

(
z − a

1 − az

)
= 1

⇔ z − a

1 − az

z − a

1 − az
= 1

⇔ (z − a) (z − a) = (1 − az) (1 − az) car z ̸= 1
a

⇔ zz − az − za + aa = 1 − az − az + azaz

⇔ |z|2 + |a|2 = 1 + |a|2 |z|2

⇔ |z|2
(
1 − |a|2

)
= 1 − |a|2

⇔ |z|2 = 1 car |a| ≠ 1.

Conclusion,
f(z) ∈ U ⇔ z ∈ U.
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