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Correction de ’exercice Hiver 02
Continuité, dérivabilité

Solution de I’exercice 1 Posons pour tout n € N, u,, = n%ﬂf <n%+1 .

Méthode 1. Puisque la fonction f est continue sur le segment [0; 1], par le théoréme des bornes atteintes,
f est bornée sur [0;1] (et atteint ses bornes). Donc il existe M € Ry tel que
Ve € [0;1], [f(z)] < M.

Or pour tout n € N, n%ﬂ € ]0;1]. Donc

1
Vn € N, ‘f( >‘<M

n?+1
Dot 1 1 M M
v eN? ~ < Gy
" [un] 2+1‘f<n2+1>’ n2+1  n?
Donc M
Vn €N, Oélun|<—2.
n

M - . L
Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant o =2 > 1. Donc par le théoreme de compa-
neN*
raison des séries a termes positifs, Z |t |. Autrement dit Z uy converge absolument. Or la convergence

neN neN
absolue implique la convergence. Conclusion,

E un converge.
neN

Méthode 2. On a lim ——— = 0. Donc par continuité de f en 0, on obtient,
n—+oo n° 4+ 1

Jm f () = S0

Premier cas, f(0) # 0. Dans ce cas,

. 1 f< 1 ) 1><f(0):f(0).

n2+17 \n24+1/ notoo n? n?

0
% est de signe constant (celui de f(0)). Enfin, Z Lz) converge en tant que

neN*
série de Riemann d’exposant o = 2 > 1. Conclusion, par le théoréeme des équivalents des séries a termes de

signe constant, E Uy converge.

De plus pour tout n € N*,

neN
Second cas, f(0) = 0. Dans ce cas lim f( 5 >:0. Donc il existe ng € N* tel que
n—+4o00 nc+1
Vn € N* ‘f( L >‘<1
n — ]| < 1.
’ n2+1
Ainsi,
1 1 1 1
Vn € N* 0< = < 1< —.
nelt [unl ‘n2+1f(n2+1)‘ 7124—1>< n2
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1
Or Z — converge en tant que série de Riemann d’exposant a = 2 > 1. Donc par le théoreme de compa-

neN*
raison des séries a termes positifs, E |tp|. Autrement dit g Uy converge absolument. Or la convergence
neN neN
absolue implique la convergence. Conclusion, dans tous les cas,

E un converge.
neN

Solution de ’exercice 2

1. La fonction f est continue sur le segment [—1

;1]. Donc par le théoréme des bornes atteintes, la
fonction f est bornée et atteint ses bornes sur [—1;1

] :
3(a.b) € [FL17, Vo e 1], fla) < f(z) < FD).
Posons M = max (—f(a), f(b)) = max (| f(a)|, |f(D)]), alors,

Ve e [-11],  |f(z)] < M.

a siM=|f(a)
b siM=|f)

Posons a = { . Conclusion,

Vo e [-1:1], [f@)] <If() ]

2. La fonction f est continue sur [—1;1]. De plus, f est dérivable sur |—1;0[. Donc par le théoreme des
accroissements finis,

fO=f=1) =1 _,
0—(—1) 1 '

Ja € ]-1;0[, f'(a) =

De méme f est continue sur [0; 1] et dérivable sur |0; 1[. Donc par le théoréme des accroissements finis,

f(1) - f(0)
1-0

Belol], fO) = =1.

On note que a < 0 < b donc a < b. Puisque f est deux fois dérivable sur |—1;1[, alors la fonction f’
est dérivable et donc continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[. Donc par le théoréme des accroissements

finis,
O S 11
b—a Cb—a

e €Jasd[, f(c) =

Comme |a; b[ C |—1;1[, on conclut que

Jee|-1;1[, f"(c)=0.




