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Correction de l’exercice Hiver 05
Ensembles et applications

Solution de l’exercice 1 Posons f : R∗
+ → R
t 7→ 1

t

. La fonction f est continue et décroissante sur R∗
+.

Soit n ∈ N∗. Par le théorème de comparaison série-intégrale (un dessin !)

on a, d’une part,
n∑

k=1

1
k
⩾

∫ n+1

1

1
t

dt = [ln(t)]t=n+1
t=1 = ln (n + 1) .

Or lim
n→+∞

ln (n + 1) = +∞. Donc par le théorème de minoration, on en déduit que

lim
n→+∞

n∑
k=1

1
k

= +∞.

Et donc
la série harmonique

∑
n∈N∗

1
n

diverge.

D’autre part,
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on a pour n ⩾ 2,
n∑

k=1

1
k

= 1 +
n∑

k=2

1
k
⩽ 1 +

∫ n

2

1
t

dt = 1 + [ln(t)]t=n
t=2 = ln (n) − ln(2) + 1.

Ainsi,

∀n ⩾ 2, ln (n + 1) ⩽
n∑

k=1

1
k
⩽ ln (n) − ln(2) + 1.

Or

ln (n + 1) = ln(n) + ln
(

1 + 1
n

)
∼

n→+∞
ln(n) ln (n) − ln(2) + 1 ∼

n→+∞
ln(n).

Donc par le théorème d’encadrement des équivalents, on conclut que

n∑
k=1

1
k

∼
n→+∞

ln(n).

Solution de l’exercice 2 Supposons f injective. Alors, pour tout (X, Y ) ∈ P (E)2, on a

f (X) = f (Y ) ⇒ X = Y.

On veut montrer que X = A ∪ B est égal à Y = E. Calculons donc leurs images. On a d’une part,

f (X) = (X ∩ A, X ∩ B) = ((A ∪ B) ∩ A, (A ∪ B) ∩ B) .

Or A ⊆ A ∪ B. Donc (A ∪ B) ∩ A = A. De même, (A ∪ B) ∩ B = B. Donc

f (X) = (A, B) .

D’autre part, puisque A ⊆ E et B ⊆ E,

f (Y ) = (E ∩ A, E ∩ B) = (A, B) .

Par conséquent,
f (X) = (A, B) = f (Y ) .

Or f est injective donc, A ∪ B = X = Y = E. Conclusion,

f injective ⇒ A ∪ B = E.

2/2


