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Correction de ’exercice Hiver 05
Ensembles et applications

R — R . . P
+ 1 - La fonction f est continue et décroissante sur RY .
t = 7

Soit n € N*. Par le théoréme de comparaison série-intégrale (un dessin!)

Solution de l’exercice 1 Posons f :

N+

V48

on a, d’une part,

"1 n+l ] _
2.5 2 / —dt = (@) =In(n+1).
k:lk 1 t

Or lirf In (n 4+ 1) = +o0. Donc par le théoréme de minoration, on en déduit que
n—-+0oo

n
) 1
i g = oo

Et donc

- . L.
la série harmonique Z — diverge.
neN*

D’autre part,
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on a pour n = 2,

i;:lJrilt 1+/ “dt =1+ In()]Zh =In(n) — In(2) + 1.
k=1 =

Ainsi,
Vn > 2, n(n+1) Z::llc —In(2) + 1.
Or
1
In(n+1)=In(n)+In (1 + n> et In(n) In(n)—In(2)+1 et In(n).

Donc par le théoreme d’encadrement des équivalents, on conclut que

"1
Zf ~ In(n).
=1 k n—-+oo

Solution de ’exercice 2 Supposons f injective. Alors, pour tout (X,Y) € & (E)?, on a
FX)=f(¥) = X=V.
On veut montrer que X = AU B est égal & Y = E. Calculons donc leurs images. On a d’une part,
f(X)=(XNnA,XNB)=((AUB)NA,(AUB)NB).
Or AC AUB. Donc (AUB)N A = A. De méme, (AU B)N B = B. Donc
F(X)=(4,B).
D’autre part, puisque AC F et BC E,
fY)=(ENnAENnB)=(A,B).

Par conséquent,
f(X)=(A,B)=f(Y).
Or f est injective donc, AU B = X =Y = E. Conclusion,

‘ f injective = AUB = E‘
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