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Correction de I’exercice Hiver 07
Espaces vectoriels

Solution de ’exercice 1 On applique la régle du n®/2. Pour tout n € N*, on a

B n3/21n(n) _ In(n) 0

3/2u —
n n2 \/ﬁ n——+o0o

n par croissance comparée.

Donc il existe ng € N* tel que pour tout n > ny,

1
n3/2un <1 & Up < weyo) car n%/% > 0.
De plus, pour tout n > 1, u, = hjf;” > 0. Donc
Vn > 0<u, < —
n =z no, \un\n3/2'

1
Or la série Z —35 converge en tant que série de Riemann d’exposant a@ = 3/2 > 1. Conclusion, par le
n

neN*
théoreme de comparaison des séries & termes positifs,

In(n)
Z 5 converge.
n
neN*

Solution de 1’exercice 2
1. On observe les points suivants :
e F C FE par définition.

e Soit M = (CCL Z) =09. Alorsa=b=c=d=0g. Donca—b+c¢=0 et 2a —3b+2d = 0. Donc
Oy € F.
o Soient (A1, \2) € R2, <M1 - (2 Zi) My = (Zz Zz)) c F2. Alors,

a1 —bi+ci=a3—by+co=0
2a1 — 3by + 2d1 = 2a9 — 3by + 2dy = 0.

Posons M = Ay My + Ay M>. Alors,

M= Arar +Xaz Arby 4+ A2 b
Arcr+Aece Ardy+ Aady )

Et on observe que

Arar+Apaz — (Aibr +Aab2) + Aicr+ Ao =X (a1 —bi+ecr)+A(aa—ba+c2) =0
=0 car M eF =0 car Ma€F
2(M a1+ A2a2) —3(A1b1 + Aaba) +2 (M1 di + Aada) = A1 (2a1 — 3by +2d1) + A2 (2a2 — 3by + 2d2) =0
=0 car M1 €F =0 car M2€F

Donc M € F et I est stable par combinaisons linéaires.

Conclusion,

F' est un sous-espace vectoriel de F.
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2. Soit M = (CCL Z) On a les équivalences suivantes :
MeF & a=bte=0

2a —3b+2d =0
—b =0

-~ @ te Lo+ Ly —214
—b—2c+2d=0
a=b—c=2d—2c—c=2d— 3c

b=2d—2c

2d— 3¢ 2d — 2 —3 -2 2 2
o M_< “de 2 )_c<1 0>+d<0 1).
—3 -2\ (2 2

—PBp

La famille A engendre donc F. De plus ZF est constituée de deux matrices non colinéaires donc

PBr est libre. Conclusion,
-3 -2 2 2
%’F—<<1 0>,<0 1)) est une base de F.

. Les opérations élémentaires ne modifient pas I’espace engendré. Donc

-1 0 2 2
(1 1>7<0 1)) Cl<—01+02

-1 0 0 2
:Vect<<1 1>,<2 3>> Co <+ Oy + 20

— Vect 1 0 0 1 Cl — —Cl
B -1 —1)7\1 3/2 Cy + 10,

=2,
1 1
Ainsi, B = (( 0 ) , (O )) engendre F et de plus %}, est composée de deux matrices non

Donc

F = Vect (

-1 -1 1 3/2
colinéaires. Donc A est libre. Ainsi, %} est aussi une base de F. On note qu’il manque des pivots

dans les coordonnées 3 et 4 dans la base canonique. Posons %g = ((1) 8) , (8 ?)) En tant que
sous-famille de la base canonique % est libre. Posons G = Vect (%¢). Donc %¢ est libre et engendre
G donc est une base de G. Posons enfin # = (%}, B). Montrons que £ est une base de E i.e. est
libre et génératrice dans F.

Libre : Soient (a, b, c,d) € R* tel que

1 0 0 1 0 0 0 0
NEREATTLIEA RTL POT L

Alors,
a=20
b=0
¢ b3b =0y A & a=b=c=d=0.
—a+b+c —a+F +d —a+b+c=0
—a+3%+d=0



Donc A est libre.

Génératrice : les opérations élémentaires ne modifient pas ’espace engendré donc

1 0) (0o 13 (00} (00
Vect (%) = Vect ((_1 _1) ’ <1 3/2) ’ (1 0) ’ (0 1))

— Vect 10 0 1 00 0 0 Ci <+ C1+C3+Cy
- 0 0/°{o o/’\1 o/\0 1 Cy+ Cy—C3—3Cy
= /> (R) car on reconnait la base canonique de .#5 (R)

Donc # est génératrice dans 4 (R). Or £ est libre donc # est une base de .#5 (R). Ainsi,
o P est une base de F
o A est une base de G
o B = (P, Ba) est une base de 4 (R).

Conclusion, par le théoreme de la base adaptée,

G = Vect <<(1) 8) , <8 ?)) est un supplémentaire de F' dans .#5 (R).
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