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Correction de I’exercice Hiver 10
Suites

Solution de I’exercice 1 Posons pour tout n € N*| u, = In (7%/5) On a les égalités asymptotiques

suivantes :
Vn+l—yn 1 (1+1>1/2 .
2n - 2vn n

era () )

ntoo zjﬁ (2171 o (i))

1

1
n—+oo 4dny/n to (nﬁ) '

/ 1—
Donc lim u = 0. Par composition,
n——+o0 2n

lim u, = —oc.
n—-+o0o

Donc E uy diverge grossierement. Conclusion,

neN*

> In

neN*

( ntl f) diverge.

Solution de 1’exercice 2
1. Soit n € N. La fonction f est définie et méme dérivable sur I,, et pour tout = € I,

f'(x) =1+ tan?(z) — 1 = tan?(z).

Donc pour tout = € I, \ {nw}, f'(z) > 0 et f (nm) =0. Donc la fonction f est strictement croissante

sur I,,. De plus
lim f(z)=—o0 et lim f(z) = +oo.
ToNT—% T=nT+3
:(:>n7rfg :t<nTrJr2
On obtient donc le tableau de variations suivant :
T nmw — g nm + %
+00
f /
—0
T
2. Pour tout n € N, on a x, € I, et donc z,, > nmw — g Or hril nmw — 5= = 4o00. Donc par le théoréeme
n——+oo

de minoration, on en déduit que

La suite (z diverge vers +oo : lim z, = +oo.
( n)neN g p T
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3. Pour tout n € N, on a x,, € I, et 41 € 141, donc pour tout n € N,

T 0
:cn<mr—|—§=(n+1)7r—§<:z:n+1.

Conclusion,

La suite (), est strictement croissante.

4. Pour tout n € N, x,, € I,,. Donc pour tout n € N,

Tz, <nm4+ 2
nmw— — X nim —.
2 " 2

Donc pour tout n € N*, en divisant par nw > 0,

1 Tn 1
l-— < —=<14 —.
2n  nmw * 2n
. 1 . 1 . . Tn
Or lim 1—— = lim 14— = 1. Donc par le théoreme d’encadrement, lim — = 1. Autrement
n—-+oo n n—-+oo n n—+o00 N

dit,

In ~ nm.
n—-+o0o

5. On pose pour tout n € N, y,, = &, — nw.

(a) On sait que pour tout n € N, nm — § < 2, < nm + 5 donc

T T
—§<xn—n7r:yn<§.
Donc la suite (yn),,cy est minorée par —F et majorée par 5. Conclusion,

La suite (yn),cy est bornée.

(b) Pour tout n € N, on a

f(yn) = f (xn — n)

= tan (z, — nw) — (z, — n7)

= tan (x,) — T, + N7 car tan m-périodique
=0+ nm.

Conclusion,

‘VnEN, f(yn):mr.‘

(¢) On en déduit de la question précédente que pour tout n € N,

fyn) =nm < (n+1)7 = f(Ynt1) -

Or la fonction f est strictement croissante sur I (par la question 1). Donc

‘\V”HEN, yn<yn+1-‘

(d) Par les questions précédentes, on a (yn), oy Strictement croissante et majorée par 5. Donc par

le théoréme de convergence monotone, (yn), oy converge. Notons £ sa limite. Pour tout n € N,
—§ < Yn < 5. Donc par passage a la limite, —5 < y, < 5. Or par la question HEIEOO fyn) =

11111 nm = +00. Supposons £ = —7 alors par caractérisation séquentielle de la continuité,
n—-+0o

lim  f (yn) = —o0.

n—-+o00
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Contradiction. De méme si £ € ]—%; g[, on aurait par continuité de f,

lim £ (ya) = £ (£) # +o0c.

n—-+4o0o

Contradiction. Donc £ = 7. Conclusion,

. s
La suite (yn),, ey converge vers 5

6. Pour tout n € N, on a z,, = nm + y,. Or par la question précédente, y,
n—

Ty = n7r+z+o(1).

n——+o00 2

“+00

™

2

+ o(1). Conclusion,



