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Correction de I’exercice Hiver 11

Polyn6mes
Solution de I’exercice 1 Posons pour tout n € N, n > 2, u, = \/ﬁlln(n)' Par croissance comparée, on a
In(n
(n) — 0.
\/ﬁ n—-+oo

Donc il existe ng € N, ng > 2 tel que pour tout n > ng,

In(n)
\/ﬁ

<1 & In(n) < Vn.

Des lors,

—>0.

NOVORE

1
Or E — diverge en tant que série harmonique ou de Riemann d’exposant @ = 1. Donc par le théoréme
neN*
de comparaison des séries a termes positifs, on conclut que

Vn = ng, up >

Solution de ’exercice 2

1. Par le théoreme de d’Alembert-Gauss, tout polynéme de degré 1 ou plus admet au moins une racine
complexe. On en déduit que tout polynoéme est scindé dans C[X]. Donc

P = X*4 12X — 5 est scindé dans C[X].

On note a, b, ¢ et d ses quatre racines (éventuellement confondues).

2. On donne a +b =2 et cd = —1. De plus par les relations racines-coefficients, on a
abcd:(fl)n@:(fl)4_—5:f5 et a+b+c+d:fan71279:0
an 1 G 1 '

Puisque cd = —1 et abed = —5, on en déduit que ab(—1) = -5 < ab=>5. Deméme a+b+c+d =0
eta+b=2donc2+c+d=0 < c+d=—2. On a donc, d'une part,

a+b=2
ab = 5.
Autrement dit, (par les relations racines-coefficients a 1'ordre 2),

a et b sont les racines de X2 — 2X + 5.

Soit A le discriminant associé. On a A =4 — 20 = —16. Donc § = 47 est UNE racine complexe de A.
Ainsi,

2+ 44 2—4i

= =142 et b=

2 +21 e 5

a

=1—2i (oulinverse).

De méme, on a
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Autrement dit, (par les relations racines-coefficients a 1'ordre 2),

¢ et d sont les racines de X2 +2X — 1.

2
Soit A le discriminant associé. Ona A =4+4=8 = (2\@) . Donc,

—2+2v/2 —2—2v/2

5 5 —(sqrt2+1) (ou l'inverse).

Conclusion,

a=1+2, b=1-2i, c=+v2-1, d:—(\@+1>.

. Par la question précédente, dans C[X], on en déduit directement que

P=(X-1-2)(X-1+2)(X-v2+1) (X +v2+1).

Pour déterminer la factorisation dans R[X], il nous suffit alors de rassembler les racines complexes
conjuguées :

P= (X4 (-1-2 - 1+2) X = (1+2) (-142)) (X - v2+1) (X +v2+1)
= (X2 —2x - ((20)*-12)) (X = v2+1) (X +v2+1)
= (X?=2X +5) (X = v2+1) (X +V2+1).

NB : on retrouver bien le polynome X% —2X + 5 qui nous a servi a déterminer a et b.
Conclusion, dans R[X], on obtient

P:(X2—2X+5) (X—\fz+1) (X+\/§+1).

Vérification :

P=(X2—2X +5) (X2 + (V2 +1+V2+1) X + (—v2+1) (V2+1))
= (X =2X +5) (X2 +2X + (12 - 2))
= (X?—2X +5) (X2 +2X 1)
=Xt 4ox? - X? —2X3 —4X? 42X +5X2+10X -5
=X*4+12X -5 OK!



