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Correction de ’exercice Hiver 12
Continuité, dérivabilité

Solution de l’exercice 1 Puisque n* —+> 400, alors la série Z n* diverge grossiérement. Posons
n——+0oo
neN*
R — R . . . P .
I PN La fonction f est continue et croissante sur R, . Donc par le théoréeme de comparaison
série-intégrale (un dessin!), on a pour n € N*,

f} " " f}
2 Zq;f et de
ﬂ:’l

0

" ’—"b - .,\',\Mn'm—\ = i’b . T =

Ainsi, d’une part,

D’autre part,

n n n t5 t=n n5
Zk422k4>/ t4dt:[] = .
k=0 k=1 0 5 5

t=0
D’ou,
5 n 5
n (n+1)
Vne N, —<) Kg— =
5 <2 :
Orn+1 ~ n.Donc par élévation a la puissance,
n—+o0o
(n+1)° n®
5 n—4oo 5
Conclusion, par le théoréme d’encadrement des équivalents,
b n—4o0 5
Solution de l’exercice 2
1. Soit z € R. On a
z#0
f(z) existe & (e =1)x#0 & 7 & x # 0.
e’ # 1
Conclusion, ’ensemble de définition de f est donné par
2 =R".
2. On sait que cos(z) SV %2 + 0 () donc cos(z) — 1 o —% + 0 (z?) ~ —%2.
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D’autre part, e = 1+ +o0(x) et donc (e*—1)z = (z+o(z))x = 2?2+ o0(2?) ~ 22 Alors
z—0 z—0 z—0 z—0
par quotient, on obtient,
cos(xz) — 1 —2/2 1
f(.l?) = ( 2/ T o
(e*—1)x =0 = 2
Donc,
1
li ——.
lim f(2) = -3
x#0
Deés lors, f est prolongeable par continuité en 0 en posant f(0) = —% et la fonction nouvelle fonction

prolongée est alors donnée par

cos(x)— 0
Vx € R, f(:):)—{(l_ sie 7

—5313:—0

. La fonction f est continue sur R d’aprés la question précédente. De plus f est €' sur R* comme
quotient de fonctions dérivables sur cet ensemble et dont le dénominateur ne s’annule pas et 'on a

—sin(x) (e* —1)x — (cos(z) — 1) (xe® +€* —1)'

Vr e R*, f'(z) =

(e —1)% z2
Posons pour tout x € R, D(z) = —sin(x) (e —1) x — (cos(z) — 1) (v e® +e* —1). Avec les développe-
ments limités usuels, on a
D(:E)a:jo 1:—|—0 1—}—w—|———|—o( )—1)3:

(1—2%(#)-1) (x(l—l—x+o(a:))+l—|—:r:+a;2+o(x2)—1)
o (ovo(@) (a4 5 ro () o
- (_fﬂ(w?)) (quo(w?)ﬂﬁﬂ(ﬁ))
- <x2+f+o(x3) +o(x3)) . (_2 +o(xz)> <zx+3§2+o(x2)>

o —x3 — % +o0 (m4) - (—xg — 324 +o0 (x4) +o (x4)>

m—)OZ—FO( 4)

Ainsi,
:L'4
D ~ —
(SC) z—0 4
D’autre part, on a
(e*—1) ~ z?x? =gt
z—0
Donc par quotient,
4
/ /4 1
f (J}) z—0 x4 - 4
x#0
Donc
lim f/(z) = -
lim f(x)
x#0
Ainsi,
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e f est continue sur R.

e fest €' sur R,

o lim f'(x) existe et vaut 1/4.
z—0
x#0

Donc par le théoréme de prolongement €', f est €' en 0 et donc sur R et de plus f/(0) = 1

Conclusion,

f est €' sur R.
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