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Correction de l’exercice Noël 04
Equations complexes

Solution de l’exercice 1 Puisque 2x −→
x→0

0, on obtient que

2 + sin (2x) =
x→0

2 + 2x − 8x3

6 + 32x5

120 + o
(
x5
)

=
x→0

2 + 2x − 4x3

3 + 8x5

30 + o
(
x5
)

=
x→0

2 + 2x − 4x3

3 + 4x5

15 + o
(
x5
)

.

Posons f : x 7→ 1
2+sin(2x) . On a alors

f(x) =
x→0

1
2 + 2x − 4x3

3 + 4x5

15 + o (x5)
=

x→0

1
2

1
1 + x − 2x3

3 + 2x5

15 + o (x5)

On sait que 1
1+u =

u→0
1 − u + u2 − u3 + u4 − u5 + o

(
u5). Posons u(x) =

x→0
x − 2x3

3 + 2x5

15 + o
(
x5). Alors,

• u(x) −→
x→0

0.

• De plus,

u(x)2 −→
x→0

(
x − 2x3

3 + 2x5

15 + o
(
x5)) (x − 2x3

3 + 2x5

15 + o
(
x5))

−→
x→0

x2 −2x4

3 +o
(
x5)

−2x4

3 +o
(
x5)

+o
(
x5)

−→
x→0

x2 − 4x4

3 + o
(
x5) .

• Puis,

u(x)3 −→
x→0

(
x − 2x3

3 + 2x5

15 + o
(
x5)) (x2 − 4x4

3 + o
(
x5))

−→
x→0

x3 −4x5

3 +o
(
x5)

−2x5

3 +o
(
x5)

+o
(
x5)

−→
x→0

x3 − 2x5 + o
(
x5) .

• Et encore,

u(x)4 −→
x→0

(
x2 − 4x4

3 + o
(
x5
))(

x2 − 4x4

3 + o
(
x5
))

−→
x→0

x4 + o
(
x5
)

.

• Puisque u(x) ∼
x→0

x, alors u(x)5 ∼
x→0

x5 et donc

u(x)5 −→
x→0

x5 + o
(
x5
)

.

• Enfin, o
(
u(x)5) =

x→0
o
(
x5).
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Ainsi,

f(x) =
x→0

1
2
(
1 − u(x) + u2(x) − u3(x) + u4(x) − u5(x) + o

(
u(x)5))

=
x→0

1
2 (1 − x +2x3

3 −2x5

15 +o
(
x5)

+x2 −4x4

3 +o
(
x5)

−x3 +2x5 +o
(
x5)

+x4 +o
(
x5)

−x5 +o
(
x5)

+o
(
x5))

=
x→0

1
2

(
1 − x + x2 − x3

3 − x4

3 + 13x5

15 + o
(
x5)) .

Conclusion,
1

2 + sin (2x) =
x→0

1
2 − x

2 + x2

2 − x3

6 − x4

6 + 13x5

30 + o
(
x5
)

.

Solution de l’exercice 2
1. On a les égalités entre complexes suivantes :

1 + 3i + z6 = 4 ⇔ zn = 3 − 3i

⇔ z6 = 3
√

2
(√

2
2 −

√
2

2 i

)
⇔ z6 = 3

√
2 e−i π

4

⇔ ∃k ∈ J0; 5K, z = 6
√

3
√

2 ei(− π
24 + 2kπ

6 ) .

Conclusion, l’ensemble des solutions est

S =
{

6
√

3
√

2 ei(− π
24 + kπ

3 )
∣∣∣∣ k ∈ J0; 5K

}
.

2. Posons p = n − k i.e. k = n − p. Si k = 0, p = n et si k = n − 1, p = 1. Dès lors, on a les égalités
suivantes :

n−1∑
k=0

∣∣∣a + ωk b
∣∣∣ =

n∑
p=1

∣∣a + ωn−p b
∣∣

=
n∑

p=1

∣∣a + ωn ω−p b
∣∣

=
n∑

p=1

∣∣a + ω−p b
∣∣ car ωn = 1 car ω ∈ Un

=
n∑

p=1

∣∣ω−p
∣∣ |a ωp +b| .

Or ω ∈ Un donc ω ∈ U i.e. |ω| = 1. Conclusion,

n−1∑
k=0

∣∣∣a + ωk b
∣∣∣ =

n∑
p=1

|a ωp +b| .
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