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Correction de l’exercice Noël 08
Matrices

Solution de l’exercice 1 On sait que

sin(x) =
x→0

x − x3

6 + x5

120 + o
(
x5
)

.

Donc
f(x) =

x→0
ex− x3

6 + x5
120 +o(x5) .

Or on sait que eu =
u→0

1 + u + u2

2 + u3

6 + u4

24 + u5

120 + o
(
u5). Posons u(x) =

x→0
x − x3

6 + x5

120 + o
(
x5). Alors,

• u(x) −→
x→0

0.
• De plus,

u(x)2 =
x→0

(
x − x3

6 + x5

120 + o
(
x5)) (x − x3

6 + x5

120 + o
(
x5))

=
x→0

x2 −x4

6 +o
(
x5)

−x4

6 +o
(
x5)

+o
(
x5)

=
x→0

x2 − x4

3 + o
(
x5) .

• De même,

u(x)3 =
x→0

u(x)u(x)2 =
x→0

(
x − x3

6 + x5

120 + o
(
x5)) (x2 − x4

3 + o
(
x5))

=
x→0

x3 −x5

3 +o
(
x5)

−x5

6 +o
(
x5)

+o
(
x5)

=
x→0

x3 − x5

2 + o
(
x5) .

• Et encore,

u(x)4 =
x→0

u(x)u(x)3 =
x→0

(
x − x3

6 + x5

120 + o
(
x5
))(

x3 − x5

6 + o
(
x5
))

=
x→0

x4 + o
(
x5
)

.

• Puisque u(x) ∼
x→0

x, alors u(x)5 ∼
x→0

x5 et donc u(x)5 =
x→0

x5 + o
(
x5).

• Enfin, o (u(x)) =
x→0

o
(
x5).

Ainsi,

f(x) = eu(x)

=
x→0

1 + x −x3

6 + x5

120 +o
(
x5)

+1
2(x2 −x4

3 +o
(
x5))

+1
6(x3 −x5

2 +o
(
x5))

+ 1
24(x4 +o

(
x5))

+ 1
120(x5 +o

(
x5))

+o
(
x5)

=
x→0

1 + x + x2

2 − 3x4

24 + 2x5

120 − x5

12 + o
(
x5)

=
x→0

1 + x + x2

2 − x4

8 − 8x5

120 + o
(
x5) .
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Conclusion,

f(x) =
x→0

1 + x + x2

2 − x4

8 − x5

15 + o
(
x5
)

.

Solution de l’exercice 2 On a C =

 2 2 2
−4 −4 −4
4 4 4

 et par suite après calculs, BC = CB = 03. Puisque

C = A − B, on a A = B + C et donc pour tout n ∈ N, on a An = (B + C)n. Or puisque BC = CB les
matrices B et C commutent. Donc par la formule de binôme de Newton, on a

An =
n∑

k=0

(
n

k

)
BkCn−k.

Si n ⩾ 2, en extrayant les termes de chaque bord, on obtient que

An = Cn +
n−1∑
k=1

(
n

k

)
BkCn−k + Bn.

Les deux matrices étant commutatives, on peut aussi écrire que

An = Cn +
n−1∑
k=1

(
n

k

)
BC︸︷︷︸
=O3

Bk−1Cn−k−1 + Bn car k ⩾ 1 et k ⩽ n − 1

= Cn + O3 + Bn car BC = O3

= Bn + Cn.

On observe que cette formule reste vraie si n = 1 par définition de C. Conclusion,

∀n ∈ N∗, An = Bn + Cn.
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